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1. Podstawowe struktury algebraiczne, ciala,
cialo liczb zespolonych

1.1. Dzialania wewnetrzne, grupy

Zbiory oznaczamy zwykle duzyli literami np. A, X, K. Fakt, ze a jest elementem zbioru A zapisujemy jako
a€ A. Jezelia € Aibe B, to para uporzadkowang o poprzedniku a i nastepniku b nazywamy zbiér

def
(a,0) = {{a},{a,0}}.
Dwie pary (a,b) i (x,y) sa sobie réwne wtedy i tylko wtedy, gdy a = x i b = y. Zbiér wszystkich par
uporzadkowanych o poprzedniku z A i nastepniku z B nazywamy iloczynem kartezjanskim zbioréw A i
B i oznaczamy przez A x B. Mamy wiec

AxBY{(a,b):ac ANbe B).

Definicja 1.1. Niech A bedzie niepustym zbiorem.
e Kazda funkcje
0: AxA— A

nazywamy dzialaniem (wewnetrznym) w zbiorze A.
e Jezeli o jest dzialaniem wewnetrznym w A, to uporzadkowana pare (A, o) nazywamy struktura alge-
braiczna.

Definicja 1.2. Zbiér G wraz z dziataniem o : G x G — G i1 wyréznionym elementem e € G nazywamy grupa,
jezeli spelnione sa warunki:

a) dzialanie o jest laczne, czyli

a,b,ceG
b) dla dowolnego a € G zachodzi

c¢) dla dowolnego a € G istnieje b € G takie, ze
aob=ce.

Jezeli G jest grupa, to istnieje dokladnie jeden element e majacy wlasnosé (b) — nazywamy go elementem
neutralnym grupy G. Zachodzi przy tym réwnosé

aoce—=eoaq.

Wykazuje si¢ réwniez, ze dla kazdego a € G istnieje dokladnie jeden element b € G taki, ze zachodzi warunek
¢) — nazywamy go elementem odwrotnym do a i oznaczamy przez a~'. Wowczas

aoca t=altoa=e.
Definicja 1.3. Grupe G nazywamy grupa abelowg (przemiennag), jezeli dla dowolnych a,b € G mamy
aob=boa.

Uwaga 1.4. Mozna latwo pokazaé, ze zbidr liczb naturalnych z dodawaniem i zerem (jak réwniez zbiér liczb
calkowitych z mnozeniem i jedynka) nie stanowi grupy.

Definicja 1.5. Niech G bedzie grupa z dzialaniem o. Niepusty podzbiér H C G nazywamy podgrupg grupy
G, jezeli H z dzialaniem o tez jest grupa.
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Twierdzenie 1.6. Niepusty podzbior H C G jest podgrupg grupy G wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sq
warunki:

a) A aobeH,
a,be H

b) A aleH.
acH

1.2. Ciala

Definicja 1.7. Cialem nazywamy dowolny zbiér K z dzialaniami wewnetrznymi
:KxK—->K, ©0:KxK-—-K,

zwanymi odpowiednio dodawaniem i mnozeniem, oraz wyrdéznionymi elementami 0,1 € K takimi, ze spelnione
sg warunki:

a) zbiér K z dzialaniem @ i elementem 0 jest grupa abelowa,

b) zbiér K \ {0} z dzialaniem ® i elementem 1 jest grupa abelowa,

c¢) dzialanie ® jest rozdzielne wzgledem @, tzn.

A a®bdc)=(a0b)d(adc).
a,b,ceK

Formalnie cialo zapisujemy jako uporzadkowana tréjke postaci (K, ®,®). Jezeli a € K, to element b z K taki,
ze a ® b = 0 nazywamy elementem przeciwnym do a. Jesli natomiast a € K \ {0}, to to element b z K taki, ze
a ® b =1 nazywamy elementem odwrotnym do a.

Definicja 1.8. Podzbiér L C K nazywamy podcialem ciala (K, ®,®), jezeli (L, ®,®) wraz z wyrdznionymi
elementami 0, 1 € L jest tez cialem.

Twierdzenie 1.9. Niech (K,®,®) bedzie dowolnym ciatem. Wowczas

1) 0#1;

2) A ja®@b=0 < (a=0Vb=0);
a,beK

3) A a®0=0.
aeK

Uwaga 1.10. Zbiér Zy = {0,1,2,3} z dzialaniami zdefiniowanymi w ponizszych tabelkach nie jest cialem.
Mamy bowiem 2 ® 2 = 0, co stanowi sprzeczno$é¢ z tw. [1.9

(eflofi]2]3] (ofloft]2]3]
0][0]1]2]3 0 [0]0]0]0
1 [[1[2[3]0 10[1]2]3
5 [2[3]0]1 2 [[0]2]0]2
3 [3[0[1]2 30321

1.3. Cialo liczb zespolonych

Definicja 1.11. Cialem liczb zespolonych nazywamy zbior C = R? wraz z wyréznionymi elementami
0=1(0,0)i1=(1,0) oraz dzialaniami + i - zdefiniowanymi jak ponizej:

(@) + (z,9) L (a+ab+y),  (a,b) (2,9) Y (az —by,ay +bz)  dla (a,b), (x,y) € R,
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Bez trudu mozna sprawdzié¢ tacznos¢ i przemiennosé dodawania i mnozenia oraz rozdzielnos¢ mnozenia
wzgledem dodawania. Liczba przeciwna do (z,y) jest

- (‘Tu y) = (_x7 _y) )
za$ odwrotna do (x,y) # 0 jest

(:vy)_1=< i )
’ $2+y2’ x2_|_y2 :

Cialo liczb zespolonych spelnia warunki a) — ¢) w definicji stanowi zatem przyktad kolejnego ciata. W
dalszym ciagu zero 0 i jedynke 1 zespolona bedziemy oznaczaé po prostu przez 0 i 1. Przyjmujemy tez
oznaczenie:

i % 0,1).
Uwaga 1.12. Zauwazmy, ze

i =1(0,1)-(0,1) = (0= 1,04 0) = (=1,0) = — (1,0) = —1,

co oznacza, ze w zbiorze liczb zespolonych réwnanie 22 = —1 posiada rozwiazanie — jest nim liczba i (tatwo

sprawdzié¢, ze drugim jest liczba —i).

Uwaga 1.13. Liczbe zespolona (x,0) bedziemy utozsamiaé z liczba rzeczywista . W konsekwencji ciato
(R, +, ) mozna traktowaé jako podcialo ciata (C,+,-). Dodajmy, ze cialo liczb zespolonych jest najmniejszym
(w sensie inkluzji) cialem zawierajacym cialo liczb rzeczywistych oraz liczbe urojona i.

Definicja 1.14. Cialem liczbowym nazywamy cialo (C,+,-) oraz kazde jego podcialo. Najmniejszym
(w sensie inkluzji) podciatem ciata (C,+,-) jest cialo (Q, +,-).

Jesli z = (x,y) jest liczba zespolona, to

(,y) = (#,0)4(0,y9) =
= (x70) + (07 1) ) (y,()) =
= x+1y.
A zatem kazda liczbe zespolona z = (z,y), gdzie x,y € R, mozna jednoznacznie przedstawié¢ w postaci z = z+iy,
zwanej postacig kartezjanska liczby zespolone;j.
Liczbe zespolona z = z + iy, gdzie z,y € R, mozna graficznie traktowaé jako punkt (z,y) lub jako
wektor [z, y] zaczepiony w punkcie (0,0). Stad zbidr liczb zespolonych nazywamy tez plaszczyzna zespolong

(ptaszczyzna Gaussa, plaszczyzng Arganda). Z tego réwniez powodu dodawanie (odejmowanie) liczb
zespolonych mozna interpretowaé jako dodawanie (odejmowanie) wektoréw.

Uwaga 1.15. Liczb zespolonych nie poréwnujemy ze soba w relacji mniejszosci <. Moéwiac dokladniej, nie
istnieje taka relacja w zbiorze C, ktéra by zachowywata wlasnoéci relacji < ze zbioru R.

Definicja 1.16. Niech z = = + 1y, gdzie z,y € R. Wowczas
e liczbe x nazywamy czeScig rzeczywistg liczby z i oznaczamy przez Re z, a zatem

def
Rez =

e liczbe y nazywamy czeScia urojong liczby z i oznaczamy przez Im z, czyli

Tm > %! Y.

Liczbe postaci z = 1y, y € R, nazywamy liczbg czysto urojong.
Uwaga 1.17. Niech z,w € C. Wéwczas

z=w < (Rez=Rew A Imz=Imw).
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1.4. Sprzezenie i modut liczby zespolonej

Definicja 1.18. Sprzezeniem liczby zespolonej z = z + iy, gdzie x,y € R, nazywamy liczbe

[=N
=

Twierdzenie 1.19. Niech z,w € C. Wowczas %z = z —iy.

6) z—zZ=2ilmz.

Definicja 1.20. Modulem liczby zespolonej z = x + 1y, gdzie x,y € R, nagywamy liczbe rzeczywista

2| & a2+ g2,

Geometrycznie modut liczby z = z+iy oznacza odleglo$é punktu (x, y) od poczatku uktadu wspédirzednych.
Zauwazmy, ze jezeli z jest liczba rzeczywista, to

|z| =]z +0-i] = Va2 = |z],
gdzie |x| oznacza wartosé bezwzgledna liczby rzeczywistej .

Twierdzenie 1.21. Niech z,w € C. Wdéwczas

1) |z = [=2] = [z];

2) |z w| = |2 - |wl;

3 5\:%,01'1@107&0;
4

|z 4+ w| < |z| + |w] (tzw. nieréwnosé tréjkata);
2] = |wl| < |2 — wl;
|

Rez| < |z, |Imz| < |2|;

1.5. Argument i postaé¢ trygonometryczna liczby zespolonej

Niech z = z + iy, gdzie x,y € R i z # 0. Zauwazmy, ze

2 2 24,2
() + ()" = o+ i = = = 1

To oznacza, ze punkt o wspélrzednych (%‘, ‘1’7') lezy na okregu o promieniu 1 o srodku w poczatku uktadu
wspoirzednych. Istnieje zatem nieskoficzenie wiele liczb ¢ € R takich, ze

cos p = 14,
{ sin p = (%)
Definicja 1.22.

o Jezeli z = x + iy, gdzie z,y € R i z # 0, to kazda liczbe ¢ € R spelniajaca réwnoéci nazywamy
argumentem liczby zespolonej z. Zbiér wszystkich argumentéw liczby z oznaczamy przez arg z.

s

z
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e Sposréd wszystkich argumentéw liczby z # 0 dokladnie jeden nalezy do przedziatu [0, 27) — nazywamy go
argumentem gléwnym liczby z i oznaczamy symbolem Arg z. (Wybér przedziatu jest kwestia umowna
— czasami przyjmuje sie, ze Argz € (—m, 7).

e Przyjmujemy dodatkowo, ze argumentem liczby 0 jest kazda liczba ¢ € R oraz ze Arg(0 = 0.

Latwo widaé, ze
argz = {Argz + 2km : k € Z}.
Jezeli z = x + iy jest dowolng liczbg zespolona, to z wynika, ze
x =|z|cosp, y=|z|sing,
gdzie ¢ € R jest argumentem liczby z. Stad dostajemy
z = x+iy=|z|cosp+ilz|sinp =
= |z|(cosp +isinp).
A zatem kazda liczbe zespolona z mozna przedstawié¢ w postaci:
z=|z|(cosp +isiny), gdzie ¢ € arg z,
zwanej postacig trygonometryczng liczby zespolonej.
Twierdzenie 1.23. Jezeli z = |z| (cos p + ising) oraz w = |w| (cos ) + isine)), to
1) z-w = [z||w] (cos (¢ + ) +isin(p +¢));
2) 2= [ (cos(p—¢) +isin(p—v)), oilew#0.
Whiosek 1.24. Jezeli z = |z| (cos ¢ + isinp) orazn € Z, to
2" =1z]" (cos (np) + isin (np)) .
W szczegdlnosci, jesli |z| = 1 orazn € N | to
2" = cos (ny) + isin (np) . (wzoér de Moivre’a)

Definicja 1.25. Niech z € Cin € N. Méwimy, ze liczba zespolona w jest pierwiastkiem stopnia n z liczby z,
gdy w" = z. Zbiér pierwiastkéw stopnia n z liczby z oznaczamy przez {/z.

Twierdzenie 1.26. Jezeli z = |z| (cosp + isingp) jest liczbg zespolong rézng od zera, to dla kazdego n € N
istnieje dokladnie n réZnych pierwiastkow stopnia n z liczby z. Pierwiastki te majg postac

2k 2k
wy = /2| (cosgﬁ_nﬂJrisin(ptLW), k=0,1,...,n—1

1.6. Posta¢ wykladnicza liczby zespolonej

Whprowadzmy oznaczenie
e % cos @+ isinp,
gdzie e jest liczba niewymierna réwna granicy ciagu (1 + %)n (w przyblizeniu 2, 72). Wéwczas dowolna liczbe
zespolong z mozna zapisa¢ w postaci
z=|z|e"®, gdzie p € arg z,
zwanej postaciag wykladnicza liczby zespolonej z.
Twierdzenie 1.27. Jeieli z = |z] €'? oraz w = |w|e™¥, to
1) —z = |z] eil¥tm);

2) Z = |z|e7;
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3) L= Le % oilez+#0;

) z |z
4) z-w = |z| |w| Y
5) 2" = |z[" e dlan €N;
6) = ||Z(‘p Y), o ile w # 0.

Twierdzenie 1.28. Dia dowolnego x € R zachodzqg rownosci:

1 /. : 1, . ,
sinx = 5 (e”” - e*””) , cosT =g (em + eil{E) . (wzory Eulera)
i

1.7. Zasadnicze twierdzenie algebry

Twierdzenie 1.29 (Zasadnicze twierdzenie algebry). Kazdy wielomian stopnia dodatniego n o wspél-
czynnikach zespolonych ma w ciele C dokladnie n (niekoniecznie réznych) pierwiastkdw.

Whniosek 1.30. Kazdy wielomian W stopnia dodatniego n o wspélczynnikach zespolonych mozna roztozyé na
czynniki lintiowe, tzn.

W(z) =an(z—21) (2 —22) ... (2 — 2n) ,
gdzze an7z17 '~-7zn E C

Uwaga 1.31. Jezeli W jest wielomianem o wspotczynnikach rzeczywistych i zg € C jest jego pierwiastkiem, to
liczba Zg jest rowniez pierwiastkiem wielomianu W, przy czym krotnosci pierwiastkéw zg i Zg sa sobie rowne.

Whniosek 1.32. Kazdy wielomian stopnia dodatniego o wspolczynnikach rzeczywistych mozna rozloZyé na
czynniki liniowe postaci: (x — a), bgdZ kwadratowe postaci: (a:2 +px + q), gdzie A = p? —4q < 0.

Whniosek 1.33. Kazdy wielomian stopnia nieparzystego o wspotczynnikach rzeczywistych ma pierwiastek rzeczy-
wisty.

2. Macierze 1 wyznaczniki

Macierze i ich rodzaje

Definicja 2.1. Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem oraz m,n € N. Macierzga o m wierszach i n
kolumnach (m x n-macierza, macierza wymiaru m x n) o wyrazach w zbiorze X nazywamy dowolna funkcje

A:{l,....om} x{l,...,n} - X.

Jezeli X = R (X = C), to méwimy wtedy o macierzy rzeczywistej (zespolonej). Liczby m i n nazywamy
wymiarami macierzy A. Zbiér wszystkich macierzy wymiaru m X n o wyrazach ze zbioru X oznaczamy
symbolem M, ,, (X) (w szczegblnosci M, ,, (R) oznacza zbiér wszystkich m x n macierzy rzeczywistych). Jesli
zbiér X jest ustalony, to dla skrécenia zapisu bedziemy uzywac notacji My, .

Przyjmujemy nastepujace oznaczenie

ef
Qjj d_ A(Z .])
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Wowczas macierz A reprezentujemy w postaci tablicy

ai
a21

am1

i zapisujemy krétko

a12
a2

;2

am2

alj
agj

aij

amj

!

j-ta kolumna

Aln
a2n

«— -ty wiersz

A= [aij]izl .m lub A= [aij} .

3oy

7j=1,...,n

Uwaga 2.2. Méwimy, ze macierze A = [a;;], B = [bjj] € Mp, n (X) sa réwne, gdy

CLZ]:sz dla izlu"'vmv .7:177n

Piszemy wtedy A = B.

Definicja 2.3 (Rodzaje macierzy).

e Macierz A = [aj;] € My (X), gdzie X = R (X = C) nazywamy macierzg zerowsa, jezeli a;; = 0
dla wszystkich ¢ = 1,...,m, j = 1,...,n. Oznaczamy ja przez 0, , lub po prostu przez 0, gdy wymiary

macierzy sa ustalone.

o Jezeli A = [a;;] € My, (X)im = n, to A nazywamy macierza kwadratowa. Ciag wyrazéw a1, ags, . . .

nazywamy gléwna przekatna macierzy A.

Zakladamy dalej, ze A = [a;;] jest rzeczywista (zespolona) macierza kwadratowa stopnia n.

e Macierz A, n > 2, nazywamy macierza trdjkatna goérng (dolng), gdy

aij:0 dla ’i>j(’i<j),

czyli gdy pod (nad) gléwna przekatna sa same zera, tzn.

lub

a1 a2 a13
0 a2 a

0 0 ass
0o 0 O
aill 0 0

a1 ax 0
azr as2 as3

anl Aap2 Qan3

e Macierz A nazywamy macierza diagonalng, gdy

aij:O dla Z;’é],

Aln
azn
a3n

Gnn

Y arm
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czyli gdy poza gléwna przekatng sa same zera

all 0 0 0
0 a9 0 0

0 0 0 0 apn
Jedli przy tym ay;; =1 dlai=1,2,...,n, to A nazywamy macierzg jednostkowsq stopnia n i oznaczamy
symbolem I,

100 0
010 0
7,90 0 1 0
000 ...1

e Macierz A nazywamy macierza symetryczng, gdy
Qij = Qg dla i > j,

czyli gdy wyrazy macierzy A leza symetrycznie wzgledem gléwnej przekatnej

ai; a2 a3 ... Qain
ai2 a2 a3 ... Qan
A= | a3 a23 a3z ... asn
Aip A2n A3n ... Qpp

e Macierz A nazywamy macierza antysymetryczng, gdy

ai; =0dlai=1,...,n oraz a;;=—ajdlai>j
0 ai12 ais ... Q1n
—ai12 0 a3 ... Q9n
A= | —a3 —az 0 ... azy
—a1p, —AaA2n, —Aa3p ... 0

2.2. Operacje na macierzach

W tym paragrafie zajmiemy sie jedynie macierzami nad ciatem K, gdzie K = R lub K = C.

Definicja 2.4. Niech A, B € M, ,(K), A = [ai;], B = [bj].
e Sumga macierzy A i B nazywamy macierz A + B € M, ,(K) taka, ze

def
A+B = [aij—i—bij].

e Jedli o € K, to iloczynem macierzy A przez liczbe a nazywamy macierz oA € M, ,,(K) taka, ze
aA ™ [aa;] .

Twierdzenie 2.5. Jesli A, B,C sq macierzami rzeczywistymi (zespolonymi) tego samego wymiaru, za$ o, 3
dowolnymi liczbami rzeczywistymi (zespolonymi), to

1) A+ B=B+ A4
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2) A+ (B+C)=(A+B)+C;

3) A4+0=A;

4) A+ (—A) =0, gdzie —A = [—ayj], jesli A = [a;j];
5) (a4 B) A= aA+ BA;

6) a(A+ B) =aA+ aB;

7) a(8B) = (aB) B;

8) 1A=A

Definicja 2.6. Jezeli A € My,, i B € M, ,, A = [ai;], B = [bi;], to iloczynem macierzy A i B nazywamy
macierz AB = [¢;;] € Mp, n, gdzie

'
Cij = Z aikbr; = a;1byj + a2boj + ... +apby; dlai=1,...,m, j=1,...,n
k=1

Uwaga 2.7. Zauwazmy, ze iloczyn macierzy A i B powstaje w ten sposob, ze wyraz c;; jest rowny iloczynowi

skalarnemu (patrz def. [4.10) wektora [a;1, ..., ai| przez wektor [byj, ..., byjl.

Uwaga 2.8. Zamiast A- ... A piszemy A".
—_—

n razy

Twierdzenie 2.9. Dla dowolnych macierzy A, B,C rzeczywistych (zespolonych), przy zalozeniu Ze ponizsze
dzialania na macierzach sq wykonalne, zachodzq rownosci:

1) A(B+C)=AB+ AC;

2) (A+ B)C = AC + BC;

3) a(AB) = (a«A) B = A(aB) dla dowolnej liczby o;
4) A(BC) = (AB)C;

)

5) ImA=Al,=A, gdy A€ My, .
Uwaga 2.10. Mnozenie macierzy na ogoét nie jest przemienne!

Definicja 2.11. Jezeli A € M, ,, to macierza transponowana do A nazywamy macierz AT = [b;;] € M, ,
gdzie

b@-j:aﬁ, i:1,...,n, jzl,...,m
Transponowanie macierzy polega na zamianie kolejnych wierszy na kolumny.

Twierdzenie 2.12. Jesli A, B sq dowolnymi macierzami rzeczywistymi (zespolonymi) oraz ponizsze dzialania
sq wykonalne, to

1) (A+B)T = AT + BT,
2) (@A) = a AT dla dowolnej liczby
3) (4 ) — 4
1) (AB)T = BTAT;
5) macierz kwadratowa A jest symetryczna (antysymetryczna) wtedy i tylko wtedy, gdy AT = A (AT = —A).
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2.3. Wyznacznik macierzy

Definicja 2.13. Wyznacznikiem macierzy kwadratowej A stopnia n, rzeczywistej lub zespolonej, nazywamy
liczbe det A okreslong nastepujaco:

b gdy n = 17 A= [all]a

det A déf ail;

— _ | a1 a2
ogdyn—2,A—{a21 Cl22]’

det A def a11a922 — G12021;
e gdy n > 3, to

det A 4t (—1)1Jr1 apn Wiy + (—1)1Jr2 appWia+ ...+ (—1)1+” a1nWin,

gdzie Wy, oznacza wyznacznik macierzy kwadratowej stopnia n—1, powstalej z A przez skreslenie pierwszego
wiersza i j-tej kolumny.

Jezeli A = [a;5], to zapisujemy

a1 a2 ... Qin

asr a2 ... Q2p
det A =

an1 Qp2 ... Qpn

Uwaga 2.14. Do obliczania wyznacznika macierzy stopnia 3 (!) mozna uzyé tzw. metody Sarrusa:

ail a2 a3
N /
a1 a2 az3 = (a11a22a33 + az1az2a13 + az1a12a23)
pd pd — (a13a22a31 + azzazzaiy + aszai2a21)
asi as2 ass3
7 pd pd N
- ail a2 a3 +
7 pd pd N
- a1 a2 a3 +
7 N
- -

Twierdzenie 2.15 (Geometryczna interpretacja wyznacznika).

1) Jezeli A € Mso (R), to |det A| jest réwne polu powierzchni réwnolegloboku D rozpietego na wierszach (ko-
lumnach) macierzy A. W szczegdlnosci, jesli det A = 0, to wiersze (kolumny) sq réwnolegle.

det |: ail  ai2 H

D] = |det |
21 Q22

2) Jezeli A € M3 3 (R), to |det A| jest réwne objetosci réwnolegloscianu V' rozpietego na wierszach (kolumnach)
macierzy A. W szczegdlnosci, jesli det A = 0, to wiersze (kolumny) lezq w jednej plaszczyznie.

a1l a2 a3
‘V’ = |det a1 agy as3
a31 az2 as3
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Twierdzenie 2.16 (Wtlasno$ci wyznacznika macierzy).
1) det A = det AT, tzn.

all a2 oo Q1n allr a1 ... Qpl
agsl a2 ... Q9n a2 ag2 ... QAp2
anl1 Qp2 ... QGpnp a1p A2 ... Qpn

2) Jezeli pewien wiersz (kolumna) macierzy A sklada sie z samych zer, to det A = 0.

ai; aip ... 0o ... QA1p
a21 A2 ... 0o ... a9onp,

=0
anp1 AaAp2 ... 0o ... Apn

3) Jezeli macierz A ma dwa takie same wiersze (kolumny), to det A = 0.
a1 Qg ... QOp

a1 Qg ... QOp

4) Jezeli macierz A ma dwa proporcjonalne wiersze (kolumny), to det A = 0.

a1 a9 e (7%

By faz ... Bam

5) Jezeli macierz A jest trdjkgtna (dolna lub gdrna), to wyznacznik A jest rowny iloczynowi elementéw
z gtownej przekgtnej, czyli

detA=ai1-...  ann-
W szczegolnosci det I, = 1.
all 0 0 0 10
az1 aze 0 0 0 1
as1  az ass 0 \=ai1-as ... anm, o =1
0 0
anl1 ap2 ap3 Ann

6) Jezeli macierz B powstaje z A przez przestawienie dwéch dowolnych wierszy (kolumn), to

aq

b

a2

%

det B = —det A.
(679 /81 ﬂQ
Bn ap Qo

fn

Qn
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7) Jezeli macierz B powstaje z A przez przemnozenie pewnego wiersza (kolumny) macierzy A przez liczbe a,
to

det B = a.det A.
W szczegdlnosci, jesli A ma stopieri n, to
det (ad) = ™ det A.

ail a1 ce A1n ail a2 ... Qin
ani a9 Ce aon az1 a2 ... Qaon
=
aa;; aa ... Qi ;1 a;p ... Qin
anl An?2 e Qpp anl Aap2 ... Qpnp
aai; «ail2 ... Qaip ail] ai2 ... Qin
aas21 a2 ... Qa2 n a1 agy ... QAa9n
=«
aldp1 Qap2 ... QGpp anl Aap2 ... Qpn

8) Wyznacznik macierzy nie ulegnie zmianie, jesli do pewnego wiersza (kolumny) dodamy inny wiersz (kolumne)
pommnozony przez dowolng liczbe o

ail ... Qi ... QA1 ... Qlp a1 ... @1 ... @ai;+ aij ... Qin
asy ... Q2 ... @25 ... Qa2p azy ... a2 ... @Qag;+ az; ... Q2p
apl .. Qpg ... Qpj ... Qpq anl  --- Qpi ... QQpi+Apj ... GOppn

Definicja 2.17. Niech A = [a;;] bedzie macierza kwadratowa stopnia n > 2. Dopelnieniem algebraicznym
elementu a;; nazywamy liczbe

a;; = (—1)"™ Wy,
gdzie Wj; jest wyznacznikiem macierzy powstalej z A przez skreflenie i-tego wiersza i j-tej kolumny.

Twierdzenie 2.18 (Laplace’a o rozwijaniu wyznacznika wzgledem wiersza lub kolumny). Jezeli A

jest macierzq kwadratowq stopnia n, n > 2, to dla dowolnych ig,jo € {1,...,n} zachodzq réwnosci:
n
det A=>" Qigjiy; = Qigl Qi1 + Wig2ai 0 + + - - + Qignajyy, (rozwiniecie wzgledem wiersza ip)
J=1
n
det A = Z QijoQyj, = Q1o 015, T A2j0Ao50 + - - -+ AnjoGnjy (rozwiniecie wzgledem kolumny jo)
i=1

Twierdzenie 2.19 (Cauchy’ego). Jezeli A i B sqg macierzami kwadratowymi tego samego stopnia, to
det (AB) = det A - det B.

2.4. Macierz odwrotna

Definicja 2.20. Méwimy, ze macierz kwadratowa A stopnia n jest odwracalna, jezeli istnieje taka macierz
B, ze

AB = BA=1,.
Taka macierz B jest jednoznacznie wyznaczona. Nazywamy ja macierzg odwrotng do A i oznaczamy symbolem

A~L. Zatem
AAT ' =A"TA=1,.
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Definicja 2.21. Macierz kwadratowa A nazywamy nieosobliwag, jezeli
det A # 0;
w przeciwnym wypadku A nazywamy macierza osobliwg.

Zauwazmy, ze jesli A jest odwracalna, to jest nieosobliwa, przy czym det A~! = ﬁ. Istotnie
1 =det I, = det (AA_I) =det A-det A"
i stad
det A=! = !

© o det A’
Zachodzi tez fakt odwrotny: jesli macierz A jest nieosobliwa, to jest odwracalna. Dostajemy wiec

Twierdzenie 2.22. Macierz kwadratowa A jest nieosobliwa wtedy i tylko wtedy, gdy jest odwracalna. Ponadto
jesli det A £ 0, to
_ 1 1T
At [aij} ,

- det A

: ] oznacza macierz dopelnien algebraicznych wyrazéw macierzy A.

gdzie {aij
Twierdzenie 2.23 (Wtlasnosci macierzy odwrotnej). Jezeli A i B sq¢ macierzami nieosobliwymi tego
samego stopnia, to
1) det (A™1) = (det A)~;
-1
2) (47) = (4"
3) (AB)"' =B 141
4) (A7) = 4
5) (@A)t = L A=Y dla dowolnej liczby o # 0.

Niech GL (n,R) oznacza zbiér wszystkich rzeczywistych macierzy nieosobliwych stopnia n. Z wlasnosci
podanych w twierdzeniach [2.9] i 2:23] latwo wynika, ze zbiér ten wraz z mnozeniem macierzy i macierza
jednostkowsg I, jest grupa. Nazywamy ja pelna grupa liniowa. Jezeli n > 2, to jest to grupa nieabelowa.
Analogicznie okreslamy grupe GL (n, C).

2.5. Réwnowazna definicja wyznacznika

Na koniec tego rozdzialu przedstawiamy inna definicj¢ wyznacznika, réwnowazna definicji Przypo-
mnijmy, ze definicja [2.13| ma charakter rekurencyjny — podaje ona prosta metode obliczania wyznacznikdw
oparta na rozwinieciu Laplace’a. Natomiast definicja[2.24) wprowadza pojecie wyznacznika za pomoca permutacji.
Przy duzym stopniu macierzy jest ona malo przydatna do obliczen; gtéwnie wykorzystywana jest do przepro-
wadzania dowodéw wlasnosci wyznacznikow.

Definicja 2.24. Niech P (n) = {1,...,n}, gdzie n € N. n-elementowa permutacja nazywamy kazde wzajemnie
jednoznaczne odwozorowanie o : P (n) — P (n). Permutacje o zapisujemy w postaci
( 1 2 ... n )
o= .
o1 02 ... Op

Zbiér wszystkich n-elementowych permutacji oznaczamy symbolem S (n).

Twierdzenie 2.25. Jest n! n-elementowych permutacgi. Zbior S (n) wraz ze skladaniem odwzorowar i permutacjq
identycznosciowq jest grupg (dla n > 2 jest to grupa nieabelowa).
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Definicja 2.26. Niech dana bedzie permutacja o.
e Méwimy, ze para (i, j) tworzy inwersje (nieporzadek) permutacji o, gdy
i<j oraz o (i) > o (7).

e Znakiem permutacji ¢ nazywamy liczbe (—1)1"’7 gdzie k oznacza liczbe inwersji permutacji . Znak o
oznaczamy symbolem sgno.

Twierdzenie 2.27. Jezeli o © T s¢ permutacjami n-elementowyms, to
sgn(roo) =sgnT-sgno
(o oznacza tutaj zloZenie odwzorowan).

Definicja 2.28. Niech A bedzie kwadratowa macierza rzeczywista (zespolona) stopnia n. Wyznacznikiem

macierzy A nazywamy liczbe

def
det A = Z SEN O - A15,A205 * - - - * Ape,, -

oeS(n)

3. Uklady réwnan liniowych

3.1. Podstawowe definicje

Definicja 3.1. Niech m,n € N.

e Ukladem m réwnan liniowych z n niewiadomymi x1, ..., x,, nazywamy kazdy uklad rownan postaci
a11x1 + a12x2 + ... + a1y = b
a21x1 + a92x9 + ... + A2p Ty = by
(%)
Am1T1 + a2 + ... + GppTn = by

gdzie wspélezynniki a;j, b;, i = 1,...,m, j =1,...,n, sa ustalonymi liczbami rzeczywistymi (zespolonymi).
¢ Rozwigzaniem ukladu réwnan liniowych nazywamy kazdy ciag (z1,...,x,) liczb rzeczywistych
(zespolonych) spelniajacy ten uktad.

Definicja 3.2. Méwimy, ze ukltad réwnan jest

e sprzeczny, gdy nie ma rozwiazan,
e oznaczony, gdy ma doktadnie jedno rozwigzanie,
e nieoznaczony, gdy ma nieskonczenie wiele rozwiazan.

Latwo sprawdzié, ze uklad réwnan mozna zapisa¢ w tzw. postaci macierzowej

AX = B, (o)
gdzie
ail a2 ... Qip x1 b1
a1 ago aon xI9 b2
A= , X = , B=
Aml Am2 ... Gmn Tn, bm,

Macierz A nazywamy macierzg ukltadu , za$ macierz B — kolumng wyrazéw wolnych.
Definicja 3.3. Uklad réwnan liniowych postaci
AX =0

nazywamy ukladem jednorodnym.
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Uwaga 3.4. Jednym z rozwiazan ukladu jednorodnego jest rozwigzanie zerowe postaci
0

3.2. Twierdzenie Cramera

Definicja 3.5. Niech n € N, A € M,,,, oraz B € M,, ;. Ukladem réwnan Cramera nazywamy uktad
AX = B,
w ktérym A jest macierza nieosobliwa.

Twierdzenie 3.6 (Cramera). Uklad réwnari Cramera ma dokladnie jedno rozwigzanie

Wy
1 | W2
=w o
Wy
gdzie W = det A oraz Wj, j = 1,...,n, oznacza wyznacznik macierzy, ktéra powstaje przez zastgpienie j-tej
kolumny macierzy A kolumng wyrazow wolnych, tzn.
a1 a2 ... ajj—1 b1 a1 ... auy
a2 az ... azj_1 by azjy1 ... azy
W;=1| . ; ) ;
pl Ap2 ... Gpj—1 by apjp1

Whniosek 3.7. Jedynym rozwigzaniem jednorodnego uktadu Cramera jest rozwigzanie zerowe.
Uwaga 3.8. Jezeli
AX =B

jest uktadem Cramera, to
X=A4"'B.

3.3. Rzad macierzy i twierdzenie Kroneckera-Cappellego

Definicja 3.9. Niech m,n,r € N oraz r < min{m,n}. Minorem stopnia r macierzy A € M,,,, nazywamy
wyznacznik macierzy powstalej z macierzy A poprzez skreslenie pewnej ilodci wierszy i/lub kolumn. W szczegdl-
noéci, jesli A jest macierzg kwadratowa stopnia n, to det A jest jej minorem stopnia n.

Definicja 3.10. Rzedem macierzy A € M,, , nazywamy najwyzszy ze stopni niezerowych minoréw macierzy A.
Rzad macierzy A oznaczamy przez R (A).

Twierdzenie 3.11 (Wtasno$ci rzedu macierzy). Niech A € My, .

1) 0 < R(A) < min{m,n}, przy czym R (A) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy A jest macierzq zerowq.

2) Jezeli A jest macierzq kwadratowq stopnia n, to

R(A)=n < detA+0.

3) Jezeli macierz D powstaje z macierzy A poprzez
e transponowanie,
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skreslenie zerowego wiersza (kolumny),

skreslenie jednego z dwéch identycznych wierszy (kolumn),

skreslenie jednego z dwdch proporcjonalnych wierszy (kolumn),

zamiane dwoch dowolnych wierszy (kolumn),

dodanie do pewnego wiersza (kolumny) macierzy A innego wiersza (kolumny) pomnozZonego przez pewng
liczbe,

to R(D)=R(A).

Definicja 3.12. Macierzg uzupelniong ukladu

AX =B
nazywamy macierz
all a19 e A1n b1
dof | @21 a2 ... a2, b2
U = ,
aml1 Qm2 ... amnp bm

ktora tez krétko zapisujemy w postaci U = [A|B].
Twierdzenie 3.13 (Kroneckera-Cappellego). Uklad m réwnan z n niewiadomymi postaci
AX =B
ma rozwigzanie wtedy 1 tylko wtedy, gdy
R(A)=R(U).

Wéwczas rozwigzania ukladu zaleZg od n — r parametréow, gdzie r = R(A) = R(U). W szczegdlnodci, jesli
r =mn, to uklad posiada jedno rozwigzanie.

4. Geometria analityczna w R’

4.1. Wektory

Definicja 4.1. Przestrzenig R3 nazywamy zbiér wszystkich uporzadkowanych tréjek liczb rzeczywistych,
tzn.

R?’d:ef{(x,y,z):xER/\ yeR A zeR}.

Elementy przestrzeni R? bedziemy, w zaleznoéci od potrzeby, geometrycznie traktowaé jako:
e punkty

(wéwezas bedziemy je oznaczaé przez A, B, P,Q, (a1, a2, a3), (b1, be, b3) itd.),
e wektory zaczepione w punkcie (0,0, 0)

(w tym przypadku stosujemy oznaczenia a, b, @, ?, [a1, az, a3, [b1,be, bs] itd.),
¢ wektory swobodne.

Elementy przestrzeni R bedziemy nazywa¢ skalarami.

Definicja 4.2.

o Wektor 0% [0,0,0] nazywamy wektorem zerowym.

o Wektory:

i <1,0,0, §<0,1,0, k=(0,0,1],

nazywamy wersorami odpowiednio na osiach Oz, Oy i Oz.
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Definicja 4.3. Niech a = [a, a9, a3]. Wowczas

la \def\/a%—l—a%%—a%

e liczbe

nazywamy dlugos$cia wektora a,
e wektor

def
—a = [_ab —ay, _a/3]
nazywamy wektorem przeciwnym do wektora a.
Uwaga 4.4. Mo6wimy, ze wektory a = [a1, ag,as] i b = [b1, by, b3] sa réwne, gdy a; = b1, ag = by oraz ag = bs.
Definicja 4.5 (Dzialania na wektorach). Niech a = [a1, as, a3], b = [b1, ba, b3] € R3 oraz o € R.
e Sumag wektoréw a i b nazywamy wektor okreslony wzorem:
def
a+b = [a1 + b1, a0 +b2,a3+b3].
e Tloczynem wektora a przez skalar o nazywamy wektor okreslony wzorem:
def
aa = [aay, aaz, aas).

W szczegdlnosci mamy: —a = (—1)a oraz a—b = a+(—b).

Definicja 4.6. Méwimy, ze wektory a i b sa réwnolegle (wspélliniowe), gdy istnieje liczba A € R taka, ze
a = \b.

Uwaga 4.7. Kazdy wektor a = [a1, as, ag] mozna jednoznacznie przedstawié¢ w postaci sumy wektoréw
a = aji+ agj + ask.
Wektory te nazywamy sktadowymi wektora a.

Uwaga 4.8. Katami kierunkowymi wektora a = [a1, ag, ag] # 0 nazywamy katy @1, @2, ¢3, jakie wektor a
tworzy odpowiednio z osiami Oz, Oy i Oz. Kosinusy tych katow okreslone wzorami:

coscpi:%| dlat=1,2,3,

nazywamy kosinusami kierunkowymi wektora a.

FLatwo sprawdzié, ze
cos? 1+ cos? w2 + cos? p3 = 1.

Twierdzenie 4.9 (Wlasnoéci dziatan na wektorach). Dla dowolnych a,b,c € R? oraz a, 3 € R mamy:
1) a+(b+c)=(a+b)+c (lgcznosé);

2) a+b=Db+a (przemiennosc);

3) a+0=a (wektor zerowy jest elementem neutralnym dodawania);
4) a4+ (—a) =0 (istnienie elementu przeciwnego);

5) la = a;

6) (af)a = a(fa);

7) (a+ fB)a= aa+ fa;

8) a(a+b) =aa+ ab.

Definicja 4.10. Niech a = [a1, ag, as], b = [b1, b2, b3] € R3. Iloczynem skalarnym wektoréw a i b nazywamy
liczbe a o b okreslona wzorem:

aob def a1by + agby + asbs.
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Uwaga 4.11. W analogiczny sposéb mozna wprowadzi¢ pojecie iloczynu skalarnego wektoréw w przestrzeni
R"™, gdzie n € N.

(@1, .o an) © [b1, s bn] L arby + ... + anby.

Twierdzenie 4.12 (Wtasnoéci iloczynu skalarnego). Dla dowolnych a,b,c € R3 oraz a € R mamy:
1) aob=Dboa (przemiennosé);
2) (et@)ob =a(aob)

(a+b)oc=aob+aoc (dwuliniowosé);
3) aca=|a]®, astgd (aca=0 < a=0);
4)

aob =|al|blcos £ (a,b),
gdzie £ (a,b) jest kgtem miedzy wektorami a © b (przyjmujemy dodatkowo, Ze kgtem miedzy wektorem
zerowym a dowolnym wektorem a jest dowolna liczba z przedziatu [0, 7));

5) laob| <la|[b|;
6) acb=0 < alb.

Definicja 4.13. Niech a = [aj,a2,a3], b = [b1,b2,b3] € R3. Iloczynem wektorowym wektoréw a i b
nazywamy wektor a X b okre$lony wzorem:

def |G2 as|. |air asg. ay ag
aXb_bz bs bi b3 T by b2k'
i j k
Uwaga 4.14. Lewa strone powyzszego wzoru mozna tatwo zapamieta¢ w postaci "wyznacznika”: (a1 a2 as|.
by ba b3

Uwaga 4.15. Orientacja wektorow: a, biu=a x b jest zgodna z orientacja uktadu wspotrzednych Oxyz.
Twierdzenie 4.16 (Wtasnoéci iloczynu wektorowego). Dia dowolnych a,b,c € R? oraz a € R mamy:
1) axb=—-bxa;
2) axb la oraz axb Lb;
3) (ea) x b =a(a x b)

(a+b)xc=axb+axc (dwuliniowosé);
4)

|a x b| = |a||b|sin £ (a,b),

tzn. dlugosé wektora a x b jest rowna polu réwnolegloboku rozpietego na wektorach a i b;

5) axb=0 < alb.

Definicja 4.17. Niech a, b, ¢ € R3. Tloczynem mieszanym wektoréw a, b i ¢ nazywamy liczbe (a, b, c)
okreslong wzorem:

(a,b,c) def (axb)oec.
Twierdzenie 4.18 (Wlasnoéci iloczynu mieszanego). Dla dowolnych a,b,c € R3 mamy:
1) (axb)oc=ao(bxc);

(axb)oc=(bxc)oa=(cxa)ob;

2) jesli a = [a1,as,as], b = [b1, ba, bs] oraz ¢ = [c1, o, 3], to
ay; ag as
b1 by b3
Cl1 C2 C3

(axb)oc=
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3) (interpretacja geometryczna) objetosé réwnolegloscianu rozpietego na wektorach a, b i ¢ réwna jest
modutowi tloczynu mieszanego (a x b) o c (por. tw. |2.15).

4.2. Ptlaszczyzna

Rownania parametryczne pltaszczyzny
Niech 7 bedzie plaszczyzna przechodzaca przez punkt Py = (xg,¥o,20) 1 rozpieta na niewspétiniowych
wektorach a = [ag, az,a3] 1 b = [by, by, b3]. Wéwczas dowolny punkt P = (x,y, z) nalezacy do plaszczyzny 7
mozna zapisa¢ w postaci:
P=F)+sa+ tb,
gdzie s,t € R. W formie rozwinietej otrzymujemy tzw. roGwnania parametryczne plaszczyzny:

T =g+ say + thy,
e Y = Yo + Saz + tha, s,t € R.
z = 29 + sas + tbs,

Roéwnanie ogdlne ptaszczyzny

Niech 7 bedzie ptaszczyzng przechodzaca przez punkt Fy i rozpieta na niewspoétliniowych wektorach a i b.
Wéweczas dla dowolnego (z,y, z) € m mamy [z — zo,y — Yo, 2 — 20] L a X b, a zatem

[ — x0,Y — Y0, 2 — 20] © (a x b) = 0.
Wektor n = a x b nazywamy wektorem normalnym plaszczyzny 7. Jesli przyjmiemy, ze n = [A, B, C] # 0,
to powyzsze réwnanie przyjmuje postac:
A(z — o) + B(y — yo) + C(z — 20) = 0.
Dodatkowo przyjmujac , ze D = —Axg — Byg — Czp, otrzymujemy réwnanie ogdlne plaszczyzny:
m: Ar+By+Cz+D=0.

Rownanie odcinkowe plaszczyzny

Kazda plaszcezyzne przecinajaca osie ukladu Ozyz w punktach: (a,0,0), (0,6,0), (0,0,c), gdzie
a,b,c € R\ {0}, mozna opisa¢ réwnaniem:
y
b

Roéwnanie plaszczyzny przechodzacej przez trzy punkty
Jedli ptaszczyzna m zawiera trzy niewspoétliniowe punkty:

x z
T —+-+-=1
a c

Py = (z1,y1,21), P> = (z2,y2,22), P3 = (x3,y3,23),

to réwnanie jg opisujace przyjmuje postac:

z y =z 1

- vy oz 1) 0
T2 Y2 2z 1
x3 y3 23 1

Twierdzenie 4.19. Odleglosé punktu Py = (xo0, Yo, 20) od plaszczyzny  opisanej rownaniem Ax + By + Cz +

D =0 wyraza sie wzorem:
_ ‘A:L‘o + Byo + Czy + D’

VA% + B? 4 C?
Definicja 4.20. Pekiem plaszczyzn wyznaczonym przez dwie nieréwnolegle plaszczyzny w1 i w0 nazywamy
zbior wszystkich plaszczyzn zawierajacych prosta bedaca czedcia wspdlng my i mo.

d(P077T)
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Twierdzenie 4.21. Niech 71 i o bedq dowolnymi nieréwnolegltymi plaszczyznami o réwnaniach:
7T1:A1$+B1y+01Z+D1:0, 7T2:A21‘+Bzy+CQZ+D2:0.

Wowczas prosta m nalezy do peku plaszczyzn wyznaczonego przez m i mo wtedy 1 tylko wtedy, gdy plaszczyzna
T jest opisana rownaniem:

7 : M(A1z 4+ By + Ciz + D) + Xo(Asx + Boy + Coz + D) =0,

gdzie A1, o sq pewnymi liczbami rzeczywistymi takimi, e A3 + A3 > 0.

4.3. Prosta

Roéwnania parametryczne prostej
Niech [ bedzie prosta przechodzaca przez punkt Py = (g, Yo, 20) 1 réwnolegla do wektora r = [a, b, c] # 0.
Wéwezas dowolny punkt P = (x,y, z) nalezacy do prostej [ mozna zapisa¢ w postaci:

P = Py +tr,
gdzie t € R. W formie rozwinietej otrzymujemy tzw. rOwnania parametryczne prostej:
T = x9 + ta,
l: = yo + tb, teR.
2z =zp+tc,

Roéwnania kierunkowe prostej

Roéwnania prostej wyznaczonej przez punkt Py = (x,yo, z0) 1 wektor r = [a, b, c] taki, ze a,b,c € R\ {0},
mozna przeksztalci¢ otrzymujac rGwnania kierunkowe prostej:
r—o Y—Yo <— %0

a b c

l:

Roéwnania krawedziowe prostej
Prosta [ bedaca czescig wspdlng dwoch nieréwnolegltych plaszezyzn o réwnaniach:

7T1:A1.Z'+Bly+012+D1=O, ﬂg:Az.’L‘—i—Bgy—i-ng—i-DQ:O,
bedziemy opisywaé¢ w nastepujacy sposob:

[ {Alx—i—Bly—l—C’lz—l—Dl:O,
' Aox + Boy + Coz + Dy = 0.

W tym przypadku prosta [ jest réwnolegla do wektora r, gdzie r = [A1, By, C1] X [A2, By, Cs).

4.4. Wzajemne potozenie prostych i ptaszczyzn
Wzajemne poltozenie dwéch plaszczyzn
Niech dane beda ptaszczyzny 71 i wo opisane réwnaniami:
m Az + Biy+ Ciz+ Dy =0, mo : Aox + Boy + Coz + Dy = 0.

Wéwcezas mamy:

o m || T2 & [A1,B1,Ch] | [As, B2, Cof;
o L mm & [Al,Bl,Cl] 1 [AQ,BQ,CQ].
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Ponadto uklad réwnan
Ayx+ Biy+Ciz+ Dy =0, (%)
Aox + Boy + Coz+ Dy =0

posiada nastepujacag interpretacje geometryczna:

uktad réwnan (x) wzajemne polozenie plaszyzn mp i mo

sprzeczny m || me 1w #

nieoznaczony (rozwiazania zaleza od jednego parametru) | plaszczyzny przecinaja si¢ wzdluz pewnej prostej

nieoznaczony (rozwiazania zaleza od dwéch parametréw) | m = mo

Wzajemne polozenie dwoéch prostych
Niech dane beda proste Iy i l2 opisane réwnaniami:

l‘:l'1+t(ll, T = T2 + sasg,
i y=y +th, tER, lb:{ y=ys+sby, SER,
zZ =2z +tCl, z = 22 + Sca,

Wéwcezas mamy:

o li|lla & [a1,b1,c1] || [a2,b2,co;
ol Ll < [a1,b1,c1] L [ag, b2, ca.
Jedli proste I i I3 nie sa rownolegte i nie maja punktu wspdlnego, to méwimy, ze sa to proste skosne.

Wzajemne polozenie prostej i plaszczyzny
Niech dane beda: ptaszczyzna 7 i prosta [, opisane rownaniami:

T = xg9 + ta,
m:Ax+By+Cz+ D =0, l:9 y=uyo+1tb, teR.
z = zg9 + tc,

Wéwezas mamy:
el & [AB,C]L]Jab,cl;
er Ll & [AB,C]| [a,b,cl

5. Przestrzenie wektorowe i przeksztalcenia liniowe

5.1. Podstawowe definicje i wtasnosci

Definicja 5.1. Przestrzeniag wektorowa (liniowa) X nad cialem K nazywamy zbiér X taki, ze
e X jest grupa abelowa, tzn. dane jest dziatanie:

T:XxX—-X, (xy)—(x+y)

oraz wyrézniony element 0 € X takie, ze
a) A x+(y+z)=x+y)+z
x,y,z€X
b) A x+y=y-+x,
x,yeX
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c) N x+0=x,
xeX

d A V x+y=0,
xeX yeX

dane jest odwzorowanie
K x X =X, (X)X

takie, ze

e) N A (af)x=a(bx),
a,BeEK xeX

) AN A (a+B)x=ax+8x,
a,feEK xeX

g) N AN alx+y)=ox+ay,
acK x,yeX

h) A 1-x=x.
xeX

K nazywamy cialem wspélczynnikéw przestrzeni X, a jego elementy nazywamy skalarami. Elementy

zbioru X nazywamy wektorami.

Twierdzenie 5.2. Jezeli X jest przestrzenig wektorowg nad ciatem K, to

1)
2)
3)
4)

A 0-x=0.

xeX

A a-0=0.

acK

A (-1)-x=—-x.

xeX

A A (a—p)x=ax—0x=ax+(—f)x.
a,feK xeX

Uwaga 5.3. Jedli w przestrzeni wektorowej X nad cialem K oprocz dodawania, mamy dodatkowo okreslone
drugie dzialanie o: X x X — X i dzialanie to jest taczne oraz rozdzielne wzgledem dodawania, to X nazywamy
algebra nad cialem K. Przykladem algebry nad cialem R (C) jest zbiér rzeczywistych (zespolonych) macierzy
kwadratowych z dodawaniem i mnozeniem macierzy.

5.2. Liniowa zaleznos¢ 1 liniowa niezaleznos¢é

Niech X bedzie przestrzenia wektorows nad ciatem K.

Definicja 5.4.

e Niech xi,...,%X, beda wektorami z przestrzeni X. Wektor x € X nazywamy kombinacja liniowa

wektorow xi,...,x,, jezeli
n
X = Z%‘Xi = 1X1] + 9X2 + ... + pXp,
i=1
gdzie ay,...,a, € K. Skalary ai,...,q, nazywamy wspolczynnikami tej kombinacji liniowej.
Jedli co najmniej jeden wspélczynnik kombinacji jest rézny od zera, to méwimy, ze jest to nietrywialna
kombinacja liniowa; w przeciwnym wypadku nazywamy ja trywialng.

Niech S bedzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni X. Méwimy, ze wektor x € X jest kombinacja
liniowg wektoréw ze zbioru S, jezeli istniejg wektory x1,...,x, € S takie, ze x jest kombinacjg liniowg
tych wektoréw. Zbiér wszystkich kombinacji liniowych wektréw z S oznaczamy przez lin(S). Podzbior S
nazywamy ukladem generatoréw (zbiorem generatoréw) przestrzeni X, jezeli X = lin(S), tzn. kazdy
wektor z przestrzeni X jest kombinacja liniows wektoréow ze zbioru S.
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Definicja 5.5. Niech x;,...,x, beda wektorami z przestrzeni X.

e Méwimy, ze skonczony zbiér wektoréw {xi,...,x,} jest liniowo zalezny, jezeli wektor zerowy jest
nietrywialng kombinacja liniowsa tych wektoréw, tzn.

n
Z ;X = 0,
=1

gdzie a1, ...,a, € K oraz co najmniej jeden ze wspotczynnikéw kombinacji jest niezerowy.
e Méwimy, ze skonczony zbiér wektoréw {xi,...,x,} jest liniowo niezalezny, jezeli nie jest liniowo
zalezny, tzn. z réwnodci:
n
Z ;X = 0,
i=1

gdzie ay,...,a, € K, wynika, ze a1 = ... = a,, = 0.

Definicja 5.6. Niech S bedzie dowolnym niepustym podzbiorem przestrzeni wektorowej X. Méwimy, ze
zbiér S jest liniowo zalezny, jezeli ma skonczony liniowo zalezny podzbiér oraz, ze zbidér S jest liniowo
niezalezny, jezeli nie jest liniowo zalezny.

Twierdzenie 5.7 (Wlasnosci zbioréw liniowo zaleznych i niezaleznych). Niech S bedzie dowolnym
niepustym podzbiorem przestrzeni wektorowej X .

1) Jezeli 0 € S, to S jest zbiorem liniowo zalezZnym.

2) Kazdy podzbior zbioru liniowo niezaleznego jest liniowo niezalezny.
3) Kazdy nadzbior zbioru liniowo zaleznego jest liniowo zalezny.
4) Zbior S jest liniowo zalezny wtedy i tylko wtedy, gdy pewien wektor x € S jest kombinacjq liniowq wektoréw

ze zbioru S\ {x}.

5) Zbior S jest liniowo niezalezny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy wektor x € X mozna przedstawi¢ w co
najwyzej jeden sposob jako kombinacje liniowq wektorow ze zbioru S.

Twierdzenie 5.8. Rzqd macierzy o wyrazach rzeczywistych (zespolonych) jest réwny maksymalne;j ilosci liniowo
niezaleznych wierszy (kolumn) tej macierzy traktowanych jako wektory.

Whniosek 5.9. Wektory x1,...,Xk, gdzie k < n, sq liniowo niezalezne w przestrzeni R™ wtedy i tylko wtedy,
gdy rzad macierzy, ktrorej wierszami (kolumnami) sq wektory X1, ..., X, jest rowny k.

5.3. Baza i wymiar

Definicja 5.10. Zbiér B C X nazywamy baza przestrzeni wektorowej X, jezeli B jest zbiorem liniowo
niezaleznym i B generuje przestrzen X. Oznacza to, ze dowolny wektor x € X mozna jednoznacznie przedstawic¢
w postaci

X = 1X1 + a9Xg + ... + apnXy
dla pewnych skalaréw aq,...,a, € K oraz wektoréw xi,...,%x, € B. Wspdlczynniki «q, ..., q, nazywamy
wspoélrzednymi wektora x wzgledem bazy B.

Twierdzenie 5.11. KaZda nietrywialna przestrzen wektorowa X ma baze. Jezeli przestrzenn X ma n-elementowqg
baze, gdzie n € N, to kazda baza przestrzeni X sklada sie z n elementow. Jezeli X ma nieskoriczong baze, to
kazda baza X jest nieskoriczona.

Definicja 5.12. Jezeli X ma skoficzong n-elementows baze, to liczbe n nazywamy wymiarem przestrzeni X
i piszemy dim X = n. Dodatkowo przyjmujemy, ze jezeli X = {0} jest przestrzenia trywialna, to dim X =0, a
jesli X nie ma skonczonej bazy, to piszemy dim X = oo.
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Twierdzenie 5.13. Niech n € N. Nastepujgce warunki sqg sobie rownowazne:

1) wektory x1,...,x, tworzqg baze przestrzeni R™;
2) wektory X1, ...,Xy s¢ liniowo niezalezne w przestrzeni R™;
3) det[zi;] # 0, gdzie x; = [xi1,Ti2, ..., Tin), 1=1,2,...,n.

5.4. Podprzestrzenie

Definicja 5.14. Niech X bedzie przestrzenia wektorowg nad cialem K z ustalonym dzialaniem +. Niepusty
podzbiér X; C X nazywamy podprzestrzenig przestrzeni X, jezeli X; (z dzialaniem +) jest réwniez
przestrzenia wektorowa nad cialem K.

Twierdzenie 5.15. Niepusty podzbior X1 C X jest podprzestrzenig przestrzeni X nad ciatem K, jezeli
spetnione sq warunki:

a) /\ x+y€X1,
XayEXI

b) AN AN axe X;.
xeX1 aeK

Twierdzenie 5.16. JeZeli X jest podprzestrzenig przestrzeni X nad cialem K, to

dimK X1 < dimK X.
5.5. Przeksztalcenia liniowe

Definicja 5.17. Niech X i Y beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem K. Odwzorowanie p : X — Y
nazywamy przeksztalceniem liniowym, jezeli spelnione sa warunki:

n A . @ (x1+x2) = ¢ (x1) + ¢ (x2) (addytywnosé),
X1,X2€

2) A A ¢lax) =ap(x) (jednorodnosé).
xeX aeK

Jezeli Y = K, to odwzorowanie ¢ nazywamy funkcjonalem liniowym.

Twierdzenie 5.18. JeZeli o : X — Y jest przeksztalceniem liniowym, to

1) ¢ (0x) = Oy, gdzie Ox,0y oznaczajq odpowiednio wektory zerowe w przestrzeniach X i Y;

2) A p(=x)=—p(x);

xeX

3 A N eloaxy 4 aoxz) = arp (X1) + a2p (x2) -

x1,X2€X ai,a2€K
Uwaga 5.19. Znana ze szkoly funkcja liniowa okreslona wzorem: f (z) = ax + b dla € R, nie musi by¢
przeksztatceniem liniowym w sensie definicji Jesli bowiem b # 0, to f (0) # 0, co pozostaje w sprzecznosci
z twierdzeniem 1). Mozna tatwo wykazadé, ze funkcja liniowa jest przeksztalceniem liniowym (a doktadniej,
funkcjonalem liniowym) wtedy i tylko wtedy, gdy b = 0.

Twierdzenie 5.20. Niech X, Y, Z bedq przestrzeniami lintowymi nad ciafem K.

1) Jezeli p1,p02 : X — Y sq przeksztalceniami liniowymi oraz ay,as € K, to odwzorowanie aypi + aaps
jest przeksztatceniem liniowym.

2) Jezeli p : X — Y,y 1 Y — Z sq przeksztalceniami liniowymi, to zloZenie ¥ o ¢ : X — Z jest
przeksztatceniem liniowym.
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5.6. Macierz przeksztalcenia liniowego

Niech X i Y beda przestrzeniami wektorowymi nad cialem R lub C. Zalézmy, ze dim X = n, dimY =m
oraz {x1,...,X,} jest baza przestrzeni X, zas {y1,...,ym} — baza przestrzeni Y. Niech ¢ : X — Y bedzie
przeksztalceniem liniowym. Wéwczas dla kazdego j = 1,...,n istniejg wspolczynniki oy, ..., oy  takie, ze

m
e (x;) =Y aijyi.
1=1

W ten sposéb odwzorowanie ¢ wyznacza macierz [o;;] wymiaréw m x n. Bedziemy ja oznaczaé przez M ().
Jest to tzw. macierz przeksztalcenia liniowego ¢ przy ustalonych bazach przestrzeni X i Y.
Odwrotnie, jesli dana jest pewna macierz M = [o;;] wymiaréw m X n, to odwzorowanie

(x)=) (Z az’jfj) yi dlax=> &x;

i=1 \j=1 j=1

jest przeksztalceniem liniowym, przy czym M (p) = M.

Twierdzenie 5.21. Niech X,Y, Z bedqg skoriczenie wymiarowymi przestrzeniami wektorowymi nad ciatem K,
gdzie K =R lub K = C, z ustalonymi bazami.

1) Jesli p1,p2 : X — Y sq przeksztalceniami liniowymi oraz ay, e € K, to macierzq przeksztalcenia liniowego

a1p1 + aops jest macierz ar M (1) + aaM (p2), tzn.
M (o1p1 + asp2) = an M (1) + a2 M (p2) -
2) Jesli p : X =Y i Y — Z sq przeksztalceniami liniowymi, to macierzq zlozenia ¢ o ¢ jest macierz
M (o) =M () - M(p).

Zalézmy dalej, ze dim X = n i dane sa dwie bazy przestrzeni X: {x1,...,x,} 1 {x],...,x],}. Wowczas
dowolny wektor xg-, 7 =1,...,n, mozna jednoznacznie zapisaé w postaci
n
X; = Z QX
i=1
Macierz kwadratowa A = [o;;] nazywamy macierzg przejscia od bazy {xi,...,x,} do bazy {x],...,x],}.

Twierdzenie 5.22.
1) Macierz przejscia A jest macierzq nieosobliwg.
2) Macierzq przejscia od bazy {X},...,x\} do bazy {x1,...,%,} jest macierz A~1.

Twierdzenie 5.23. Dia x € X oznaczmy przez &1, . ..,&, wspdlrzedne wektora x w bazie {X1,...,Xp} oraz
przez &, ..., &, wspdlrzedne x w bazie {X),...,x),}, tzn. niech

n n

——

X = Z &ix; oraz X = ZEZXZ
i=1 i=1

Wowczas dlat=1,...,n mamy
n
!
&= g,
J=1
co w postaci macierzowej mozna zapisac nastepujgco:

& o ... Qg &

fn Qnpl ... Qpp é‘;L
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Niech dimY = m i niech B oznacza macierz przejscia od bazy {y1,...,ym} do bazy {y},...,y,,} przestrzeni
Y.

Twierdzenie 5.24. Niech ¢ : X — Y bedzie przeksztalceniem liniowym i niech M () oznacza macierz
przeksztalcenia ¢ w bazach {x1,...,Xp}, {¥y1,.-.,Ym} oraz M’ (¢) — macierz przeksztalcenia ¢ w bazach

{xh,. o x0 Ay, -y Wowezas
M'(p) = B~'M (p) A.

5.7. Wektory wtlasne i wartosci wlasne przeksztalcenia liniowego

Niech X bedzie n-wymiarowsa przestrzenia wektorowa nad ciatem K, gdzie K = R lub K = C.

Definicja 5.25. Jezeli ¢ : X — X jest odprzeksztalceniem liniowym, to wektor x € X \ {0} nazywamy
wektorem wlasnym przeksztalcenia ¢, jezeli istnieje skalar A € K taki, ze

v (x) = Ax.

Skalar A nazywamy warto$cig wlasnag odwzorowania ¢. W tym przypadku mowimy, ze x jest wektorem
wlasnym odpowiadajacym wartosci wlasnej A.

Definicja 5.26. Niech A € M,, ,,(K). Warto$cig wlasng macierzy A nazywamy liczbe A € K taka, ze
det (A—XI)=0.

Powyzsze réwnanie nazywamy réwnaniem charakterystycznym macierzy A (det (A — AI) jest wielomianem
stopnia n zmiennej A).

Twierdzenie 5.27. Kazda macierz zespolona ma warto$ci wlasne.

Twierdzenie 5.28. Liczba N € K jest wartoScig wilasng przeksztalcenia ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy \ jest
warto$cig wltasng macierzy M (o).

Twierdzenie 5.29 (Cayleya-Hamiltona). Kazda macierz kwadratowa rzeczywista lub zespolona A jest
pierwiastkiem swojego wielomianu charakterystycznego, tzn.

W(A) =0, gdzie W(\) =det(A—\).
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