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Rozdziat 1

Wiadomosci wstepne

1.1 Logika

1.1.1 Zdania, tautologie

Logika jest nauka zajmujaca si¢ zdaniami. Z punktu widzenia logiki istotne jest,
czy dane zdanie jest prawdziwe, czy nie. Nie jest natomiast istotne o czym to
zdanie méwi.

Definicja 1.1 Zdaniem w sensie logiki nazywac bedziemy kazdg wypowiedz, o
ktérej da sie powiedzied, czy jest prawdziwa, czy falszywa (inaczej: ktorej da sie
przyporzgdkowad jedng z dwu wartodci logicznych: prawde lub falsz).

7 definicji tej widaé¢ latwo, ze zdanie w sensie logiki musi by¢ zdaniem oz-
najmujacym w sensie gramatycznym. Nie kazde jednak zdanie oznajmujace w
sensie gramatyki jest zdaniem w sensie logiki, np. ”a jest liczba parzysta” jest
gramatycznie zdaniem oznajmujacym ale o wypowiedzi tej nie da si¢ powiedziec,
czy jest prawdziwa dopdki nie wiemy jaka liczba jest a.

Zdania oznaczaé¢ bedziemy symbolami p,q,r itd. Niech p bedzie zdaniem.
Fakt, ze zdanie p jest prawdziwe bedziemy zapisywaé¢ w postaci w (p) = 1 (czy-
tamy: warto$é logiczna zdania p wynosi 1). Odpowiednio fakt, ze zdanie p jest
falszywe zapisujemy w postaci w (p) = 0 (czytamy: warto$é¢ logiczna zdania p
wynosi 0).

Majac dane pewne zdania mozemy z nich za pomoca funktorow zdaniotwdr-
czych (spdjnikéw) tworzyé nowe zdania bardziej zlozone. Oto definicje pewnych
podstawowych funktoréw zdaniotwoérczych:

Definicja 1.2 Jezeli p jest danym zdaniem, to zdanie postaci "nieprawda, Ze
p” nazywamy negacjq albo zaprzeczeniem zdania p. Negacje zdania p zapisujemy
za pomocg symbolu ~ p. Wartosci logiczne negacji opisuje nastepujgca tabela:

p | ~Pp
0 1
1 0
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Niech p, ¢ beda dwoma danymi zdaniami.

Definicja 1.3 Zdanie postaci "p lub q” nazywamy alternatywq albo sumg lo-
giczng zdan p,q. Alternatywe zdan p,q zapisujemy za pomocg symbolu
pVq. Zdanie pV q jest falszywe tylko w tym przypadku, gdy oba skiadniki tej al-
ternatywy sq fatszywe. Wartosci logiczne alternatywy opisuje nastepujgca tabela:

pvy

==k
= O = O
— == o<

Definicja 1.4 Zdanie postaci "p i q¢” nazywamy koniunkcjq albo iloczynem lo-
gicznym zdan p,q. Koniunkcje zdan p,q zapisujemy za pomocg symbolu p A q.
Zdanie p A\ q jest prawdziwe tylko w tym przypadku, gdy oba czynniki tej ko-
niunkcji sg prawdziwe. Wartosci logiczne koniunkcji opisuje nastepujgca tabela:

pP/Agq

_—0 o ol >

— o o3
— O = O

Definicja 1.5 Zdanie postaci "jezeli p, to q” nazywamy implikacjg albo wynika-
niem. Implikacje zapisujemy za pomocqg symbolu p = q. Zdanie p nazywamy
poprzednikiem, za$ zdanie q nastepnikiem implikacji p = q. Implikacja jest
falszywa tylko w tym przypadku, gdy jej poprzednik jest prawdziwy, zas nastepnik
fatszywy. Wartosci logiczne implikacji opisuje nastepujgca tabela

p 9 |p=4
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

Zalézmy, ze zdanie p = ¢ jest prawdziwe (np. jest twierdzeniem matematy-
cznym sformulowanym w postaci implikacji). Wéwczas p nazywamy warunkiem
wystarczajgcym albo warunkiem dostatecznym dla q, za$ ¢ nazywamy warun-
kiem koniecznym dla p.

Definicja 1.6 Zdanie postaci "p wtedy i tylko wtedy, gdy q” nazywamy réowno-
waznoscig zdan p,q. Rownowainosé zapisujemy za pomocg symbolu p <= q.
Rownowainosé p <= q jest prawdziwa w tych przypadkach, gdy oba zdania p
1 q majg te samq wartosé logiczng. Wartosci logiczne réownowaznosci opisuje
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nastepujgca tabela:

p 9 |p—4¢
0 0 1
0 1 0
1 0 0
1 1 1

Jezeli réwnowaznos$é p <= ¢ jest zdaniem prawdziwym (np. jest twierdze-
niem matematycznym sformulowanym w postaci réwnowaznosci), to méwimy,
ze p jest warunkiem koniecznym i wystarczajgcym dla q i odwrotnie.

Najbardziej interesujacymi zdaniami ztozonymi sa takie, ktére sa prawdziwe
niezaleznie od wartosci logicznych zdan sktadowych.

Definicja 1.7 Zdanie zloZone, ktorego wartos$é logiczna wynosi 1 niezaleznie
od warto$ci logicznych zdan skladowych nazywamy prawem logicznym albo tau-
tologig.

Oto najwazniejsze przyklady praw logicznych:

1. Prawa przemiennosci

—~
)
=)
S
~

2. Prawa lgcznosci

3. Prawa rozdzielnosci
[pA(gVr)] <= [pAgVpAT).
pvigAr)] <[V rlpvr)].
4. Prawo podwadjnego przeczenia
[~ (~p)] <= p.
5. Prawo wylgczonego srodka

p V(~p).

Prawo to mozna takze wyrazi¢ stownie: Z dwdch zdarni p i ~ p co najmniej
jedno jest prawdziwe.

6. Prawo sprzecznosci
~(p AN(~p)).

Prawo to mozna takze wyrazi¢ stowami: Z dwdch zdan p © ~ p co najmniej
jedno jest falszywe.
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7.

10.

11.

Prawa de Morgana

(~(pVq) = ((~p)A(~q).

(~(pAg) = ((~p)VI(~9).
Prawo eliminacji implikacji

=9 = ((~p)Va.
Prawo zaprzeczania implikacji
(~(p=q) = A (~q)-

Prawo transpozycyi

(p=q) = ((~q9) = (~p).

Zal6zmy, ze dane jest twierdzenie matematyczne sformulowane w postaci
implikacji p = ¢. Nazwijmy to twierdzenie twierdzeniem prostym. Wte-
dy zdanie ¢ = p nazywamy twierdzeniem odwrotnym, zdanie (~ p) =
(~ q) nazywamy twierdzeniem przeciwnym, za$ zdanie (~ q) = (~ p) —
twierdzeniem transponowanym. Z prawa transpozycji wynika, ze twierdze-
nia proste i transponowane sg réwnowazne oraz, ze twierdzenia odwrotne i
przeciwne sa réwnowazne. Inne pary twierdzen w tym uktadzie nie musza
by¢ rownowazne.

Prawo eliminacji réownowaznosci

(p=q) = (p= 9 N(g=Dp)).

Aby udowodnié, ze jakie$ zdanie jest prawem rachunku zdan, konstruujemy,
postugujac sie definicjami funktoréow zdaniotworczych, tzw. tabele wartosci lo-
gicznych dla danego zdania. Dla przykladu udowodnimy prawo zaprzeczania
implikacji.

p | ¢ [p=q|~p=q | ~q|pA(~q | A
0 | 0 1 0 1 0 1
0| 1 1 0 0 0 1,
1] o0 0 1 1 1 1
1|1 1 0 0 0 1

gdzie A jest zdaniem postaci [~ (p = q)] <= [p A (~ ¢)]. Komplet jedynek
w ostatniej kolumnie oznacza, ze nasze zdanie jest prawdziwe niezaleznie od
wartosci logicznych zdan p, q.
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1.1.2 Formy zdaniowe, kwantyfikatory

Definicja 1.8 Niech X bedzie ustalonym zbiorem. Formg (funkcjg) zdaniowq
o dziedzinie X nazywamy wyrazenie p (x) zawierajgce zmienng x, ktdre staje
sie zdaniem, gdy w miejsce zmiennej x wstawimy nazwe dowolnego elementu ze
zbioru X .

Przykladami form zdaniowych sa réwnania i nieréwnosci:

20 +1=7

r—3
>
20 +37

V1—22>3.

Formami zdaniowymi sg takze wyrazenia postaci

r—4

Liczba x jest parzysta.

Najczesciej z samej postaci formy zdaniowej jesteSmy w stanie odczytaé jej
dziedzine. Dla czterech ostatnio podanych form dziedzinami sa odpowiednio:
zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, zbior liczb rzeczywistych z wyjatkiem liczby
f%, zbiér liczb z przedziatu (—1;1) i wreszcie zbiér liczb catkowitych.

W sposéb analogiczny definiujemy formy zdaniowe wigkszej ilosci zmiennych.

Definicja 1.9 Kwantyfikatorem ogélnym nazywamy wyrazenie ”dla kazdego x”,
ktore postawione przed formg zdaniowq zmiennej x czyni z niej zdanie. Kwanty-
fikator ogdlny postawiony przed formg zdaniowq ¢ (x) zapisujemy symbolicznie

N\ ()

i czytamy "dla kazdego x zachodzi ¢ (x)”.

Kuwantyfikatorem szczegélowym nazywamy wyrazenie “istnieje x takie, Ze”,
ktore postawione przed formgq zdaniowq zmiennej x czyni z niej zdanie. Kwan-
tyfikator szczegblowy postawiony przed formg zdaniowq ¢ (x) zapisujemy sym-

bolicznie
\ e (2)
x

”

i czytamy "istnieje takie x, Ze zachodzi ¢ (z)”.

Przyktad 1.10 Zdanie
Nz*+1>0

jest zdaniem prawdziwym, gdyz forma zdaniowa x® + 1 > 0 jest spelniona dla
wszystkich elementow swojej dziedziny, czyli dla wszystkich liczb rzeczywistych.
Podobnie zdanie

\Va*+20-3=0

x



ROZDZIAL 1. WIADOMOSCI WSTEPNE 6

jest zdaniem prawdziwym, gdyz na przyklad liczba —3 spelnia forme zdaniowq
22 + 22 — 3 =0. Zdanie
T+2

x

jest zdaniem fatszywym, gdyz na przyktad liczba fg, ktora jest réina od —2,

wiec lezy w dziedzinie, nie spelnia formy zdaniowej ;I_; < 5. Wreszcie zdanie

\a?+2+1<0

xr
jest zdaniem falszywym, gdyz nie ma takiej liczby x, ktory spelnialaby forme
zdaniowq 2% + x4+ 1< 0.

W rachunku kwantyfikatoréw wprowadza sie takze pojecie prawa. Prawem
rachunku kwantyfikatorow bedzie zdanie zawierajace kwantyfikatory, ktore jest
prawdziwe niezaleznie od tego jakie formy zdaniowe do tego zdania wstawimy.
Istotnymi dla nas prawami rachunku kwantyfikatoréw beda prawa de Morgana:

()] =y
~ (\x/w))] = [/\ (~ 90(36))] .

1.2 Rachunek zbiorow

Zakladamy, ze wiadomo co to jest zbidr i co to jest element zbioru (sa to tak
zwane pojecia pierwotne). Umawiamy sig, ze zbiory bedziemy oznaczaé symbo-
lami A, B,...,X,Y, Z, za$ ich elementy — symbolami a,b,...,z,y, 2.

Fakt, Zze a jest elementem zbioru A zapisywaé¢ bedziemy symbolicznie

a € A,

za$ fakt, ze a nie jest elementem zbioru A — symbolem
a ¢ A.

Zbiory zawierajace skonczong iloé¢ elementéw nazywacé bedziemy skoriczonyms.
W szczegoblnosci zbiér nie zawierajacy zadnego elementu nazywamy pustym i oz-
naczamy symbolem &. Zbiory zawierajace nieskonczona ilosé elementéw nazy-
wamy nieskonczonymi. Zbior skonczony moze byé zadany przez wymienienie
wszystkich elementéw tego zbioru np.

{1,2,3,4,5,6,7,8}
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jest zbiorem ztozonym z liczb naturalnych mniejszych od 9. Oczywiscie w ten

sposoOb nie da sie zada¢ zadnego zbioru nieskonczonego. Mimo to czasami stosowa-
na jest ta nieprecyzyjna metoda do opisywania zbiorow nieskonczonych, np.

piszac

{2,4,6,8,...},

domys$lamy sie, ze chodzi o zbiér wszystkich liczb naturalnych parzystych. Aby
moc precyzyjnie okreslaé zbiory (takze nieskoniczone) wprowadzamy nastepu-

jacy zapis: niech ¢ (x) bedzie dowolna forma zdaniowa o dziedzinie X. Symbol

{z:p(x)}

oznacza zbiér zlozony z tych elementéw dziedziny X, ktore spelniaja forme
zdaniowa ¢ (z) tzn. z tych elementéw, ktére podstawione do formy ¢ () czynia z
niej zdanie prawdziwe. Symbol ten czytamy: ”zbior tych z, dla ktérych zachodzi

e (z)".

Przyklad 1.11 a) {z:2?+ 22 -3 =0} = {-3,1}.
b){z:2x+1>5}=(2,00),

¢) {2,4,6,...} = {z;k\e/Nka}.

Na zbiorach okreélamy pewne relacje i dzialania. Oto definicje:
Niech A, B beda ustalonymi zbiorami

Definicja 1.12 Méwimy, ze zbior A zawiera sie w zbiorze B (inaczej A jest
podzbiorem B albo B zawiera A), co zapisujemy symbolem

AC B,
gdy kazdy element zbioru A jest elementem zbioru B.

Definicja 1.13 Mdéwimy, Ze zbiory A, B sq réwne, co zapisujemy w postaci
A = B, gdy sq zloZone z tych samych elementéw.

FLatwo widaé, ze zachodzi nastepujace
Twierdzenie 1.14 (A= B) <= (AC BAB C A).

Definicja 1.15 Sumg zbioréw A, B nazywamy zbidr ztozony z elementéw nalezq-
cych do co majmniej jednego ze zbioréw A lub B. Symbolicznie sume te oz-
naczamy przez AU B. Mozna zapisac te definicje w sposob formalny:

AUB={z:(x€ A)V(z € B)}.

Definicja 1.16 Iloczynem albo czesScig wspolng zbioréw A, B nazywamy zbior
ztoZony z elementéw nalezgcych do obu zbiorow A i B. Symbolicznie iloczyn ten
oznaczamy przez AN B. Mozna zapisaé te definicje w sposéb formalny:

ANB={z:(x€ A)AN(z € B)}.
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Definicja 1.17 Zbiory A i B nazywamy rozlgcznymi, gdy
ANB=g.

Definicja 1.18 Rdznicg zbioréw A, B, oznaczang symbolem A\ B, nazywamy
2bior ztozony z tych elementdéw, ktdre nalezg do zbioru A i nie nalezq do zbioru
B. Formalnie

A\B={z:(ze A A(zx¢B)}.

Zalézmy teraz, ze wszystkie rozwazane przez nas zbiory sg zawarte w pewnej
ustalonej przestrzeni X.

Definicja 1.19 Dopelnieniem zbioru A nazywamy zbior zloZony z tych elemen-
tow, ktére nie nalezq do zbioru A. Dopelnienie zbioru A oznaczamy symbolem
A’. Formalnie

A=X\A={x:z¢ A}.
Dzialania na zbiorach podlegaja pewnym prawom. Oto najwazniejsze z nich:

Twierdzenie 1.20 Jezeli ¢ (x) i ¢ (x) sq formami zdaniowymi o tej samej

dziedzinie, to
{z:p @)} ={z:~p ()},
{z:p@) V() ={z:p(x)}U{z: ¢ ()},
{z:p@) A ()} ={z:p(@)}n{z:¢(2)}.

Definicja 1.21 Parg uporzgdkowang bedziemy nazywaé dwa elementy, z ktorych
jeden wyréziniony jest jako pierwszy.

Pare uporzadkowana o pierwszym elemencie a i drugim elemencie b oznaczaé
bedziemy symbolem (a,b).

Przyktad 1.22 Pokazemy teraz w jaki sposéb korzysta sie¢ z Twierdzenia[I.20
a) Wyznaczymy dziedzine funkcji f zdefiniowanej wzorem f (x) = ’;—f% Ko-
rzystajgc z pierwszej rownosci w Twierdzeniu mamy D ={z:2—2#0} =
{:~(x—=2=0)} = {z:2=2) = {2V, cyli dziedzing jest zbiér wszystkich
liczb rzeczywistych z wyjgtkiem liczby 2..
b) Wyznaczymy podzbidr F plaszczyzny zlozony z tych punktéw, ktérych
wspolrzedne spelniajg réwnanie

(x—y+1)(2z+y—3)=0.
Korzystajgc z drugiej réwnosci w Twierdzeniu mamy

F={(z,y): (x—y+1)(2v+y—3)=0}
={(z,y):x—y+1=0V 2x4+y—3=0}
={(z,y):z—y+1=0}U{(z,y): 22 +y—3 =0},
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czyli F jest sumgq dwoch prostych odpowiednio o rownaniach x —y+1 = 0 ¢
20 4+y—3=0.
¢) Znajdziemy zbior F rozwigzan ukladu réwnari

z—y+1=0
20 4+y—3=0

Korzystajgc z trzeciej réwnosci w Twierdzeniu[1.20 mamy

F={(z,y):2—y+1=0A22+y—3=0}
={(z,y):z—y+1=0N{(z,y): 22 +y —-3=0},

czyli F' jest czeSciq wspolng prostych danych réwnaniami x —y +1 =0 ¢ 2z +
y—3=0.

Twierdzenie 1.23 Dia dowolnych zbioréw A, B, C zachodzg nastepujgce prawa
rachunku zbiorow:

1) Prawa przemiennosci:
AUB=BUA,
ANB=DBnNA.
2) Prawa lgcznosci:
(AuB)UC =AU (BUC),
(AnB)NC=An(BnNC).
3) Prawa rozdzielnosci:

AN(BUC)
AU(BNC)=(AUuB)N(AUC).

I
i
)
B
C
£
|
)

4) Prawa de Morgana:
(AuB) =A'NnB,
(AnNB) =A"UB.
Niech A, B beda ustalonymi zbiorami.

Definicja 1.24 Illoczynem kartezjariskim zbioru A przez zbior B nazywamy zbidr
wszystkich par uporzadkowanych (a,b) takich, ze a € A i b€ B.

Tloczyn kartezjanski zbioru A przez zbiér B oznaczaé¢ bedziemy symbolem
A x B. Mozemy wiec powyzsza definicje zapisa¢ formalnie

AxB={(a,b):a€ A N be B}.

W przypadku, gdy A = B, to zamiast pisa¢ A x A, bedziemy pisaé A2,
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1.3 Zbiory liczbowe

Wprowadzamy nastepujace oznaczenia zbioréw liczbowych

N — zbiér liczb naturalnych ({1,2,3,...}),

7 — zbior liczb catkowitych,

Q — zbidr liczb wymiernych (czasami uzywany jest symbol W),
R — zbiér liczb rzeczywistych.

Dodatkowo dla potrzeb obliczania granic wprowadzamy dwa symbole: 400
(czytamy ” plus nieskonczono$¢”) i —oo (czytamy ”minus nieskonczonos$é”). Cze-
sto zamiast +o0o bedziemy pisa¢ co. Umawiamy sie, ze dla kazdej liczby rzeczy-
wistej a zachodza nieréwnosci

a<+ooia>—o0.

Pamietajmy jednak, ze symbole te nie sg liczbami i nie mozna na nich wykony-
wadé dzialan arytmetycznych, jak na liczbach rzeczywistych. Czasami bedziemy
uzywaé symbolu +oo i wtedy napis g = +00” rozumiemy jako g = +oo lub
g = —o0, natomiast napis ”g # +00” rozumiemy jako g # 400 i g # —oo.

1.4 Wartos¢ bezwzgledna i jej wlasnosci

Definicja 1.25 Modulem (wartosciq bezwzgledng) dowolnej liczby rzeczywistej
a nazywamy liczbe |a| zdefiniowang za pomocg réwnosci

la| = a ,g9dya>0
Tl —a ,gdya<0

Geometrycznie |a| oznacza odleglo$é punktu a na osi liczbowej od punktu 0.
Zauwazmy, ze réwnosé

la| = a ,gdy a>0
Tl —a ,gdya<0

daje definicje modulu réwnowazna sformutowanej powyzej. Wprost z definicji
modutu wynikaja jego podstawowe wlasnodci:

1. Dla kazdej liczby a € R zachodzi nieréwnosé
la| > 0.
2. Dla kazdej liczby a € R zachodzi nier6wnos¢ podwdjna
~Ja|<a<lal].
3. Dla dowolnych a,b € R zachodzi réwnosé

|a-b = |af - ]b].



ROZDZIAL 1. WIADOMOSCI WSTEPNE 11

4. Dla dowolnych a,b € R, jesli b # 0, to

5. Dla dowolnych a, b € R zachodzi nieréwnosé (zwana nierdwnosciq tréjkgta)
|la+ 0] < |a| + 0],

przy czym réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy a i b sa albo réwnocze-
$nie nieujemne, albo réwnocze$nie niedodatnie.

6. Dla dowolnych a,b € R zachodzi nieréwnosc¢

o= bl > [la] —[b]] -

7. Dla kazdej liczby a € R i dowolnego € > 0 prawdziwa jest rownowazno$c

la]=¢ <= (a=¢ V a=—¢).

8. Dla dowolnych a,e € R prawdziwa jest réwnowaznos¢

la| <e <= —e<a<e.

9. Dla dowolnych a,e € R prawdziwa jest réwnowaznosé

la| > <= (a>¢e V a< —¢).

Wilasnosci 8. i 9. pozostaja prawdziwe, gdy nieréwnosci ostre zastapimy
nieostrymi.

1.5 Przedzialy, otoczenia, sgsiedztwa

W zbiorze liczb rzeczywistych wprowadzamy pewne szczegblne podzbiory zwane
przedziatami:

e Przedzial otwarty wla$ciwy:

(a;b)d:ﬁ{meR:a<x<b},

gdzie a,b € Ria <b.

o Przedzial domkniety wilasciwy:

(a;b)dzd{xe]R:a<m<b},

gdzie a,b € R i a < b. Czasami zamiast {(a;b) uzywa sie symbolu [a; b].
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Przedzialy domknieto-otwarte wlasciwe:

(;0) E{zeR:a<z<b},

(a;b)'j:ef{xeR:a<x<b},
gdzie a,b e Ria <b.
e Przedzialy otwarte niewlasciwe:
(—o0;b) ¥ {z eR:2 < b},
(a;oo)dZEf{xeR:x>a},
gdzie a,b € R.

o Przedzialy domkniete niewla$ciwe:

(—o0;b) dZEf{xe]R:xéb},

(a;oo)d:ef{mER:x> a},
gdzie a,b € R.
e Dodatkowo czasami symbolem (—o0;00) bedziemy oznaczaé caly zbiér
liczb rzeczywistych R i w tym przypadku takze bedziemy méwic¢ o przedzia-

le niewtasciwym.

Ponadto w zbiorze liczb rzeczywistych wprowadzamy pojecia otoczenia i
sasiedztwa punktéw.

Definicja 1.26 Niech xq bedzie liczbg rzeczywistq i € — liczbg rzeczywistq do-
datnig. Otoczeniem punktu xg o promieniu € nazywamy podzbior zbioru R okres-
lony za pomocg réwnosci

Us(xo)déf{xe]R: |z —zo| <e}.
Zauwazmy, ze z wlasnosci 8. modutu wynika, ze zachodzi réwnosé
Ue (w0) = (z0 — €330 +€)..

Definicja 1.27 Otoczeniem lewostronnym (odpowiednio prawostronnym) punktu
xg € R o promieniu € > 0 nazywamy przedzial

(xo — &;20) (odpowiednio (xg;xzo+€) )
i otoczenie to oznaczamy symbolem U= (z9) (odpowiednio UZ (xy)).

Czasami, gdy wiadomo jaki jest promien otoczenia lub jest obojetne o jaki
promien chodzi, opuszczamy w oznaczeniach otoczen dolny wskaznik € i piszemy
np. U™ (z9).
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Definicja 1.28 Niech g € R i e > 0. Sgsiedztwem punktu xg o promieniu e
nazywamy zbior okreslony za pomocq rownosci

Se(20) Wz eR:0< |z — 20| <e}.
Zauwazmy, ze z wlasnosci 8., 9. modutu wynika, ze zachodzi réwnos¢
Se (z0) = (20 — &;w0) U (20; 0 + €) .
Zatem S (z9) = Ue (z0) \ {zo}-

Definicja 1.29 Sgsiedztwem lewostronnym (odpowiednio prawostronnym) pun-
ktu xg € R o promieniu € > 0 nazywamy przedzial

(xg —&;20) (odpowiednio (xo;z9+¢))
i sgsiedztwo to oznaczamy symbolem SZ (zo) (odpowiednio ST (o) ).

W odniesieniu do sasiedztw takze obowigzuje umowa o ewentualnym opu-
szczaniu indeksu €.

Zauwazmy, ze dla zdefiniowanych powyzej otoczen i sasiedztw punktu xg
zawsze otoczenie zawiera punkt xg, za$ sasiedztwo nie zawiera tego punktu.

Dodatkowo umawiamy sie, ze jesli a,b € R, to przedzialy postaci (—oo;b)
bedziemy nazywaé otoczeniami lub sgsiedztwami punktu —oo, zas$ przedzialy
postaci (a; 00) nazywaé bedziemy otoczeniami lub sgsiedztwami punktu +oc.

1.6 Silnia i symbol Newtona
Definicja 1.30 Niech n € N. Definiujemy
ne€1.2.3. n
Dodatkowo na mocy definicji 0! &y,
Symbol n! czytamy ”n silnia”.

Definicja 1.31 Niech n,k € NU {0} i k < n. Symbolem Newtona nazywamy

wyrazenie
n\ def n!
k) k'(n—k)

Symbol (}) czytamy "n po k7.



ROZDZIAL 1. WIADOMOSCI WSTEPNE 14

1.7 Wtlasnosci potegowania

Zaktadajac, ze czytelnik zna pojecie potegowania przypomnimy pewne prawa
obowiazujace dla tego dziatania.

Na poczatek przypomnijmy, ze dla a € R\ {0} zachodzi réwnosé¢ a® = 1. Dla
x,y € R oraz a,b > 0 (dla pewnych wykladnikéw z,y zalozenia o a,b moga
by¢ ostabiane w zaleznosci od sytuacji) zachodza wzory:

1
a” = —,

Va=aw,gdzien € Nin > 1,

(a-b)" =a”-b",
a\® a”
(5) N
a®-a¥ = a*"Y, (1.1)
L= e, (1.2)
a
(a®)¥ = a™. (1.3)

Ponadto mamy

Twierdzenie 1.32 (Wzér dwumianowy Newtona) Dla dowolnych liczb rzeczy-
wistych a, b i dowolnej liczby naturalnej n prawdziwy jest wzor

n o __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+b) —<0)a +(1>a b—|—<2>a b +...+(n_1>ab +<n)b .

Z wzoru dwumianowego Newtona dostajemy latwo nastepujace wzory u-
proszczonego mnozenia:

(a+b)* = a® + 2ab + b?,
(a —b)® = a® — 2ab + b7,
(a+b)° = a® + 3a®b + 3ab® + b°,
(a—b)° = a® — 3a®b + 3ab® — b°.

Ponadto bardzo przydatne bywaja nastepujace wzory uproszczonego mnozenia:

a’?—bv*=(a—"0b)(a+b),
a® —b* = (a—b) (a* + ab + %),
a®+b° = (a+0b)(a®* —ab+1b%).

1.8 Logarytm i jego wlasnosci

Niecha >01ia # 1.
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Definicja 1.33 Logarytmem liczby * > 0 przy podstawie a nazywamy takg
liczbe y, ze a¥ = x. Logarytm liczby x przy podstawie a oznaczamy symbolem
log, x. Symbolicznie mozemy napisaé

log,z =y < o’ ==x.

Umawiamy sie, ze jezeli a = 10, to logarytm nazywamy dziesietnym i w
symbolicznym zapisie opuszczamy podstawe. Piszemy wiec wtedy log x.

Ze wzoréw (1.1)), (1.2]) i (1.3)) wynika nastepujace

Twierdzenie 1.34 Dla dowolnych liczb x,y,c > 0 oraz dowolnych a,b > 0 4
a,b # 1 prawdziwe s¢ wzory

log, (z -y) =log, z + log, v,

log, <$> = log, x — log, v, (1.4)
Yy

Ostatni z wzordéw (1.4]) bedziemy nazywaé wzorem na zamiang podstaw lo-
garytmu.

1.9 Ptlaszczyzna kartezjanska

Definicja 1.35 Prostokgtnym ukladem wspolrzednych na plaszczyinie nazywa-
my pare uporzgdkowang osi liczbowych wzajemnie prostopadlych o wspdlnym
zerze 1 jednakowych jednostkach.

Czasami ze wzgledow praktycznych na osiach ukladu przyjmujemy rézne
jednostki.

Definicja 1.36 Plaszczyzne z zadanym na niej prostokgtnym ukladem wspdlrzed-
nych nazywad bedziemy plaszczyznag kartezjanskq.

Zwykle na plaszczyznie uklad wspolrzednych umieszczamy w ten sposéb, ze
pierwsza o$ jest pozioma skierowana z lewa na prawo, za$ druga jest pionowa
skierowana z dotu do géry. Oczywiscie polozenie osi na plaszczyznie jest kwestia
czysto umowna. Zauwazmy, ze kazdemu punktowi P ptaszczyzny kartezjanskiej
odpowiada wyznaczona jednoznacznie uporzadkowana para liczb rzeczywistych
(z,y) zwanych wspdlrzednymi punktu P. Wspblrzedna x jest wspdlrzedng rzutu
prostokatnego punktu P na pierwszej osi, zas y jest wspélrzedna rzutu pros-
tokatnego punktu P na drugiej osi. Jest takze odwrotnie, tzn. jezeli wezmiemy
dowolna uporzadkowana pare liczb rzeczywistych (z,y), to parze tej odpowiada
dokladnie jeden punkt P plaszczyzny kartezjanskiej taki, ze wspolrzednymi
punktu P sa wlasnie liczby x i y. Jezeli P ma wspélrzedne z i y, to bedziemy
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pisa¢ P (z,y). Wspélrzedna = nazywamy odcietq punktu P, zas$ y rzedng tego
punktu. O$ odcietych zwykle oznaczamy symbolem Oz, za$ o$ rzednych sym-
bolem Oy.

A
Px.y)
L .
114 :
o] 1 x ]
Rys. 1.1

W zwiazku z opisang wyzej wzajemnie jednoznaczna odpowiedniosdcia miedzy
punktami plaszczyzny kartezjanskiej, a uporzadkowanymi parami liczb rzeczy-
wistych mozemy plaszczyzne kartezjanska utozsami¢ ze zbiorem wszystkich par
uporzadkowanych liczb rzeczywistych. Bedziemy wigc plaszczyzne kartezjanska
czesto oznaczaé symbolem R2.



Rozdziat 2

Funkcja i jej wlasnosci

2.1 Pojecie funkcji i jej wykresu

Niech X,Y beda ustalonymi niepustymi zbiorami.

Definicja 2.1 Funkcjg przeksztalcajgcq (odwzorowujgeg) zbidr X w zbidr Y
nazywamy dowolne przyporzedkowanie, ktore kaidemu elementowi x € X przy-
porzadkowuje dokladnie jeden element y € Y.

Funkcje oznaczamy zwykle literami f, g, h, ..., a czasami literami F, G, H, ....
Jezeli f jest funkcja przeksztalcajaca zbior X w zbior Y, to piszemy symbo-
licznie f : X — Y. O funkcji f : X — Y méwimy, ze jest okreslona na X.
Elementy zbioru X nazywamy argumentami funkcji f, zas sam zbiér X nazy-
wamy dziedzing funkcji f. Czesto na oznaczenie dziedziny funkcji f bedziemy
uzywaé symbolu Dy. Niech f: X — Y. Wéwczas dla dowolnego z € X jedyny
element y € Y przyporzadkowany przez f elementowi z oznaczaé¢ bedziemy
przez f(z) i nazywaé bedziemy wartoscig funkcji f dla argumentu x. Zbiér
Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji f. W przeciwdziedzinie Y wyrézniamy
podzbiér

JO) € {f (@) w e X)
i nazywamy go zbiorem wartosci funkcji f. Jezeli f(X) =Y, to méwimy, ze
funkcja f przeksztalca zbiér X na zbior Y.
Definicja 2.2 Jezeli f : X — Y, to wykresem funkcji f nazywamy podzbior
zbioru X XY okreslony przez réwnosé

Wiy={(z,y) e X xY :y=f(2)}.

2.2 Zlozenie funkcji, funkcja odwrotna
Definicja 2.3 Niech f : Dy — Y ig : Dy, — Z. Zaldimy dodatkowo, Ze
f(Dys) C Dy. Funkcje h: Dy — Z okreSlong wzorem h(z) = g (f (x)) nazywaé

bedziemy zlozeniem funkcji f z funkcjg g © oznaczaé symbolem g o f.

17
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Nie zawsze jednak spelniony jest warunek f (Dy) C D,. Jezeli jednak zbiér

D, ¥ {xeD;: f(x)eD,}

jest niepusty, to wzér h (z) = g (f (z)) opisuje funkcje h : D, — Z, ktéra takze
nazywaé bedziemy zlozeniem funkcji f z funkcja g i oznaczaé¢ symbolem g o f.
Dla zlozenia g o f funkcje f nazywamy wewnetrzng, zas g — zewnetrzng.

Definicja 2.4 Funkcje f : X — Y nazywamy réznowartosciowq, gdy dla dowol-
nych x1,x9 € X prawdziwa jest implikacja

v #Fxy = f(x1) # f(22) (2.1)

lub rownowaznie
f@)=f(22) = 21 =uzs. (2.2)

Definicja 2.5 Funkcje f : X — Y nazywamy wzajemnie jednoznaczng, gdy jest
roznowartosciowa i przeksztatca zbior X na zbior'Y .

Zauwazmy, ze jezeli f : X — Y jest wzajemnie jednoznaczna, to nie tylko
kazdemu z € X odpowiada dokladnie jedno y = f (z) € Y, ale takze kazdemu
y € Y odpowiada dokladnie jedno z € X takie, ze y = f (x). Zatem okreslona
jest funkcja przeksztalcajaca zbiér Y w zbiér X, ktora kazdemu y € Y przy-
porzadkowuje to jedyne z € X, dla ktérego y = f (x). Tak okreslong funkcje
oznaczamy symbolem f~! i nazywamy funkcjg odwrotng wzgledem f.

Funkcje odwrotna wzgledem wzajemnie jednoznacznej funkcji f : X — Y
mozna by zdefiniowaé¢ za pomoca rownowaznosci

z=f"y) = y=[f(2) (2.3)

dla dowolnych x € X, i dowolnych y € Y. Wprost z powyzszej definicji wynika,
ze jesli f : X — Y jest funkcja wzajemnie jednoznaczng , to

N (Flof)@) =2

reX

N (fof )=y
yeY
Niech f: X — Y. Jezeli X, Y C R, to o funkcji f méwimy, ze jest funkcjg
liczbowq (rzeczywistq) zmiennej rzeczywistej. W dalszym ciagu zajmowaé sie
bedziemy wytacznie takimi funkcjami. Sposéb przyporzadkowania dla takich
funkcji daje si¢ zwykle opisaé¢ za pomoca wzoru, np. f (z) = 22 — 1, f(z) =

Ve+1, f(z) = 23121. Czasami zamiast f (x) po lewej stronie wzoru bedziemy
rz—2

pisaé¢ y, a wiec napiszemy y =22 — 1, y=+va + 1, y = 271"

Zauwazmy, ze symbol f : X — Y nie niesie pelnej informacji o funkcji, gdyz
nie zawiera w sobie sposobu przyporzadkowania. W zwiazku z tym czasami
bedziemy sie postugiwaé pelnym zapisem

oraz

f:X2z—y=f(z)€Y,
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gdzie y = f (x) moze byé¢ wzorem opisujacym te funkcje. Czasami podawany
jest tylko wzér opisujacy funkcje. W takim przypadku przez dziedzine funkcji
rozumiemy zawsze tzw. dziedzine naturalng, czyli najwiekszy podzbiér zbioru
liczb rzeczywistych, w ktérym wykonalne sa wszystkie dziatania wystepujace we
wzorze.

Dla funkcji liczbowej zmiennej rzeczywistej f : Dy — R jej wykres moze by¢
traktowany jako podzbiér plaszczyzny kartezjanskiej. Mianowicie

Wr={(z,y) eR*:z €Dy N y=f(z)}

i wykres ten daje si¢ rysowaé¢ w uktadzie wspolrzednych. Wprost z definicji
funkcji widaé, ze podzbiér plaszczyzny kartezjanskiej jest wykresem pewnej
funkcji wtedy i tylko wtedy, gdy kazda prosta rownolegta do osi Oy przecina
ten zbiér w co najwyzej jednym punkcie. Zauwazmy dalej, ze w tym przy-
padku mamy prosta graficzna interpretacje réznowartosciowosci: funkcja jest
réznowartoéciowa wtedy i tylko wtedy, gdy kazda prosta réwnolegla do osi Ox
przecina ten wykres w co najwyzej jednym punkcie. Ponadto, jezeli
f:Dy— f(Dy) (Df CRi f(Dy) CR) jest funkcja wzajemnie jednoznaczna
i =1 jest funkcja wzgledem niej odwrotna, to zbiér punktéw plaszczyzny kartez-
janiskiej, ktérych wspélrzedne spelniaja réwnanie x = f~!(y) pokrywa sie
z wykresem W; funkcji f na mocy . Poniewaz jesteSmy przyzwyczajeni
do tego, ze argument funkcji oznaczany jest symbolem z, wiec podajac wzoér
na funkcje odwrotng zamieniamy nazwy zmiennych miejscami i piszemy y =
f~1(z). Po tej zamianie wykres funkcji f~! otrzymuje si¢ z wykresu funkcji f
przez zastosowanie do niego symetrii osiowej o osi bedacej dwusieczna pierwszej
i trzeciej éwiartki ukltadu wspoétrzednych (Rys. 2.1).

v y=/()
-1
=10 Sy=x
wms——
0 e
Rys. 2.1

Przyktad 2.6 a) Wyznaczymy dziedzine naturalng funkcji danej wzorem

f(x)=2*+3x 1.
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Widaé, ze wszystkie dzialania wystepujgce w tym wzorze s¢ wykonalne na kazdej
liczbie rzeczywistej. Zatem Dy = R.

b) Wyznaczymy teraz dziedzine naturalng funkcji danej wzorem f(x) =
v+ 2. Wiadomo, zZe pierwiastek kwadratowy daje sie obliczyc tylko dla liczb
nieujemnych. Zatem dla wyznaczenia dziedziny musimy zrobié zastrzezZenie
z+2 > 0, czyli x > —2. Ostatecznie dziedzing funkcji f jest zbidr Dy = (—2;00).

¢) Okreslimy dziedzine naturalng funkcji f (z) = 3”;112. Wiadomo, Ze je-
dynym warunkiem niezbednym dla wykonalno$ci dzielenia jest niezerowanie sie
mianownika, czyli 3x + 2 # 0. Sted otrzymujemy x # —% i Dy =R\ {—% .

Przyklad 2.7 a) Wyznaczymy zlozenie funkcji f danej wzorem f(x) = /x
z funkcjg g dang wzorem g (x) = 2x + 1. Poniewaz Dy = R, wiec oczywiscie
zachodzi zawieranie f (Dy) C Dgy. Zatem funkcja g o f bedzie okreslona na Dy i
wzorem opisujgcym to zloZenie jest

(gof)(2)=g(f () =g (Vo) =2V +1.
Jezeli teraz sprobujemy wyznaczyé dla powyzszych funkcji zlozZenie funkcji g
z funkcjqg f, to pojawiq sie problemy z dziedzing tego ztoZenia. W tym przypadku
nie zachodzi zawieranie g (Dy) C Dy. Zauwazmy, Ze musimy teraz sprawdzi¢ czy
zbior {x € Dy : g (x) € Dy} jest niepusty. Poniewaz Dy = (0;00), wiec mamy
{reDy:g(x)eDs}={zecR:2x+1€(0;00)}
={reR:2z+12>0}

:{mGR:x>—;}:<—;;oo)7€®.

Zatem Dyoq = <—%; oo) 1 dla x z tego przedziatu mamy

(fog)(x)=f(g(x) =fQRz+1)=v2+1

b) Niech teraz f (z) = Z£2 oraz g(z) = 2* — 3. Poniewai Dy = R, wiec
oczywiscie f (Dy) C Dy i dziedzing zlozenia go f jest zbior Dgoy = Dy = R\ {1},

a samo zloZenie okreslone jest wzorem

o) @) =g () =g (22) - <“2>23.

z—1 r—1
Dla zlozenia f o g mamy
{SCEDng(fE)GDf}:{IERII2737£1}
={zeR:2”#4} =R\ {-2,2}.
W konsekwencji
Dyog = R\ {-2,2}
i dla v € Dyog mamy

2 —34+2 a?-1
r2-3-1 22-4’

(fog) (@) =f(g(x)) = f(2*=3) =
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7Z ostatnich dwéch przykladéw widaé, ze skladanie funkcji nie jest prze-
mienne, a nawet, z uwagi na to, iz Dyoq # Dyoy, Ze nie bardzo jest sens mowic
o takiej przemiennoSci.

Przyktad 2.8 Zauwazmy, ze funkcja f dana wzorem f(x) = x? + 4z — 3 nie
Jjest réznowartosciowa, gdyz np. dla xy = =3 € Dy i x2 = —1 € Dy mamy

Fla)=(=3)°+4-(-3)—3=—6= (1) +4-(-1) = 3= f (z2),

czyli wskazalismy rozne argumenty, na ktorych funkcja f przyjmuje te samg
wartos$c.

Przykltad 2.9 Wyznaczymy funkcje odwrotne dla pewnych prostych funkcji.

a) Niech funkcja f bedzie dana wzorem f (x) = 2x — 3. Dziedzing tej funkcji
jest Dy=R. Jezeli za przeciwdziedzine Y przyjmiemy zbior wartosci f (Dy) tej
funkcji, to funkcja f przeksztaica Dy na zbior Y. Zawwaimy dalej, ze funkcja ta
Jjest rézZnowartosciowa. Istotnie, weZmy dwa dowolne x1,x2 € Dy = R i zaloZmy,
ze

f(x1) = f(x2),

czyli
21’1 73:21'273.

Dodajgc do obu stron 3 i dzielge stronami przez 2, otrzymujemy x1 = x2. W kon-
sekwencji funkcja f jest réznowartosciowa na mocy definicji z warunkiem .
Ostatecznie nasza funkcja jest wzajemnie jednoznaczna, wiec istnieje dla niej
funkcja odwrotna. Aby znaleZé wzor opisujgcy funkcje odwrotng rozwigzujemy
rownanie

y=2x—3
wzgledem zmiennej x.
20 =y +3
x_y+3
=5

To, co otrzymalismy jako rozwigzanie opisuje wlasnie funkcje odwrotng. Zatem
1y = y;3. Zamieniajgc nazwy zmiennych dostajemy f~1 (z) = %‘*‘3

b) Niech f bedzie funkcjq zadang wzorem f(x) = % Wowczas Dy =
R\ {2}. Przyjmujgc za przeciwdziedzing Y zbidr wartosci f (Dy) otrzymujemy
funkcje f, ktora przeksztatca zbior Dy na zbior Y. WezZmy dowolne x1,x9 € Dy,
czyli x1,x9 # 2 1 zalozZmy, Ze

f(z1) = f(22),

czyli
21 +1 B 2x0 + 1

$1—2 332—2'

Mnozgc stronami przez (x1 — 2) (xo — 2) otrzymujemy

20129 — 41 + 0 — 2 = 21129 — 4290 + 11 — 2,
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skqd
5331 = 51‘2

1 w konsekwencyi
xr1 = I9.

Na mocy definicji réznowartosciowosci z warunkiem funkcja f jest rézno-
warto$ciowa. Ostatecznie jest ona wzajemnie jednoznaczna i posiada funkcje
odwrotng. Dla wyznaczenia wzoru opisujgcego te funkcje odwrotng rozwigzujemy

rownanie
2r+1

T r—2

wzgledem zmiennej x. Mamy kolejno
ylz—2)=2zx+1
yr —2y =2z +1
yr — 2z =2y +1
(y—2)z=2y+1

2 1
P ;Y F2
y—2

Ostatni wzor opisuje funkcje f~1. Zamieniajgc nazwy zmiennych dostajemy os-

tatecznie
_ 20+ 1

-1
Zauwaimy, Ze w tym przykladzie funkcja f~' jest opisana dokladnie tym
samym wzorem, co funkcja f.

2.3 Wilasnosci funkcji
Niech f: Dy = R, Dy CRig: Dy — R, Dy CR.

Definicja 2.10 Funkcje f,g nazywamy réwnymi, gdy Dy = Dy = D i dla
kazdego x € D zachodzi réwnosé f (x) = g (x).
Przyktad 2.11 a) Funkcje zadane wzorami f (z) = (z — 3)%, g (z) = 22—62+9
sq rowne, bo Dy = Dy =R i dla kazdego v € R zachodzi toZsamosé (x — 3)? =
22 — 6x + 9.

b) Funkcje zadane wzorami f (z) =x+2, g(x) =
D¢ =R podczas, gdy Dy = R\ {0}.

@ nie sq rowne, gdyz

Definicja 2.12 Funkcje f : Dy — R, nazywamy ograniczong, gdy istniejq
takie liczby rzeczywiste m, M, zZe dla kaZdego x € Dy zachodzi nieréwnosé

m< f(z) <M.
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Definicja 2.13 Niech f : Dy — R. Funkcje f nazywamy stalq, gdy istnieje taka
liczba a, ze dla kazdego x € Dy zachodzi réwno$é f (x) = a. Inaczej, funkcja f
jest stala, gdy jej zbior wartosci jest jednoelementowy.

Definicja 2.14 Niech f : Dy — R, A C Dy. Funkcje f nazywamy rosngcg
(odpowiednio malejgcq) w zbiorze A, gdy dla dowolnych 1,22 € A zachodzi
implikacja

21 < ey = [ (21) < [ (x2) (odpowiednio f (1) > f (x2) ).

Jezeli A = Dy i spelniony jest powyiszy warunek, to mowimy po prostu, Ze
funkcja f jest rosngca (odpowiednio malejgca). Funkcje rosnace i malejgce obej-
mujemy wspolng nazwg — funkcje monotoniczne.

Potocznie powyzsza definicja méwi, ze dla funkcji rosnacej w zbiorze A wick-
szemu argumentowi ze zbioru A odpowiada wieksza wartosé, zas dla funkcji
malejacej w A wiekszemu argumentowi ze zbioru A odpowiada mniejsza wartosé.
Na pierwszym rysunku (Rys. 2.2) przedstawiony jest wykres funkcji, ktéra jest
rosnaca w przedziale (ai;as), malejaca w przedziale (—oo;a;) 1 malejaca w
przedziale (ag;00). Funkcja ta nie jest jednak malejaca w zbiorze (—oo;a1) U
(ag; 00), gdyz dla zaznaczonych na rysunku argumentéw x1, xo mamy z; < xo i
f(x1) < f(x2). Na drugim rysunku (Rys. 2.2) mamy wykres funkcji rosnacej.

Rys. 2.2

Przykltad 2.15 a) Zbadamy z definicji monotonicznosé funkcji f danej wzorem
f(z) = =3z + 2. Dziedzing funkcji f jest Dy = R. WeZmy dowolne x1,x2 € R
i zalozmy, Ze v1 < xo. Obliczmy réznice

f(x2) — f(x1) = =322+ 2— (=321 4+2) = —3x2+ 321 = =3 (22 — 21) .

Poniewaz na mocy zalozenia x4 — x1 > 0, wiec f(x2) — f(r1) < 0. Zatem
f(x1) > f(x2). Na mocy definicji funkcja f jest malejgca.
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b) Zbadamy z definicji monotonicznosé funkcji f danej wzorem f (z) = x>.

Dziedzing funkcji f jest Dy = R. WeZmy dowolne x1,z2 € R i zaldimy, Ze
1 < xo. Obliczmy roznice

fl@a) = f @) = @2)° = (@1)° = (@2 = 21) [(@2)° + @122 + (@1)’]
= (z2 —T1) [(xg)z + 2129 + (x1)2 - xlxz}
= (22 — 71) [(331 S 551332] .

Jezeli oba argumenty sq rownoczesnie albo nieujemne, albo niedodatnie, to wyra-
enie (12)° + 120 + (31)? jest dodatnie, gdyz jest to suma trzech liczb nieu-
jemnych, przy czym co najmniej jeden ze skladnikow jest dodatni, bo na mocy
zalozenia 1 # 2. Poniewaz réwnoczesnie z zalozenia mamy, Ze xo — x1 > 0,
wiee f(x2) — f(x1) > 0 w tym przypadku. Jezeli teraz jeden z argumentéw
x1,x2 jest ujemny, a drugi dodatni, to x1x9 < 0 i poniewaz (x1 + 1:2)2 > 0, wiec
(z1 + x2)2 — x1x9 > 0. Poniewaz réwnoczesnie xo — x1 > 0 na mocy zalozenia,
wiee w tym przypadku takze f(x2)— f (x1) > 0. W konsekwencji f (x1) < f (x2),
czyli funkcja f jest rosngca.

¢) Zbadamy monotoniczno$é funkeji f danej wzorem f (x) = x2. Dziedzing
tej funkcji jest Dy = R. WeZmy dowolne x1,z2 € R 1 zaléimy, ze x1 < xa.
Obliczmy roznice

fxa) = f(z1) = (22)° = (21)° = (22 — x1) (w2 + 1) .

Zavwwazmy, ze w tym przypadku czynnik xo — x1 jest dodatni na mocy zatozenia,
natomiast drugi czynnik moze byé zaréwno dodatni, jak i ujemny. Jezeli jednak
zatozymy dodatkowo, Ze x1,x2 < 0, to poniewaz argumenty te sq¢ rozine, wiec
2o+ 1 < 0. Zatem f(x2) — f(x1) <0, czyli f (x1) > f(x2). W konsekwencji
funkcja f jest malejgca w przedziale (—oo;0). Podobnie, jesli x1,x5 > 0, to
poniewaz argumenty te sq réine, wiec xo + x1 > 0. Zatem f (x2) — f(x1) > 0,
czyli f (x1) < f (x2). W konsekwencji funkcja f jest rosngca w przedziale {0; 00).

Definicja 2.16 Niech f : Dy — R, Dy C R. Funkcje f nazywamy parzystq
(odpowiednio nieparzyste), gdy dla dowolnego x € Dy zachodzi

—x €Dy N f(—z)=f(x) (odpowiednio f(—x)=—f(x)).

Bezposrednio z definicji widaé, ze jezeli funkcja f jest parzysta lub nieparzys-
ta, to jej dziedzina przedstawiona na osi liczbowej jest zbiorem symetrycznym
wzgledem punktu 0. Ponadto wykres funkcji parzystej jest osiowo symetryczny
wzgledem osi Oy, za$ wykres funkcji nieparzystej jest srodkowo symetryczny
wzgledem poczatku uktadu. Oto przyktadowe wykresy funkcji parzystej i niepa-
rzystej
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Iy A
y y
0 X 0 X
Funkcja parzysta Funkcja nieparzysta
Rys. 2.3

Przyklad 2.17 a) Niech [ bedzie funkcjg dang wzorem f(x) = 1—23 Zbadamy
czy funkcja ta ma jedng z dwdéch zdefiniowanych wyzej wlasnosci. Dziedzing
funkeji f jest zbior Dy = R\ {0}. Zatem dziedzina ta jest symetryczna wzgledem
zera. WeZmy dowolne x € D¢ 1 obliczmy

2 2 2

W konsekwencji na mocy definicji funkcja f jest nieparzysta.

b) Zbadamy teraz funkcje f dang wzorem f(x) = +/x+ 1. Dziedzing tej
funkcji jest Dy = (—1;00). Poniewaz dziedzina tej funkcji nie jest symetryczna
wzgledem zera, wiec funkcja f nie moze byé ani parzysta, ani nieparzysta.

Definicja 2.18 Niech f : Dy — R, Dy C R. Funkcje f nazywamy okresowq,
gdy istnieje liczba t # 0 taka, Ze

/\ [t+teDy N x—teDy A f(z+t)=f(x)].
z€Dy

Liczbe t nazywany okresem funkcji f.

7 definicji tej wynika, ze jezeli f jest funkcja okresowa, to jej wykres jest
sumyg przystajacych do siebie cze$ci rozlozonych w poziomie w jednakowych
odstepach. Wida¢ ponadto, ze jezeli wiemy jak wyglada wykres tej funkcji na
pewnym przedziale domknieto-otwartym o diugosci |¢|, to bedziemy potrafili
narysowa¢ wykres tej funkcji nad calym zbiorem R.

Przyktad 2.19 Narysujemy wykres funkcji f, o ktorej wiemy, ze jest okresowa
o okresie 3 i na przedziale (—1;2) zadana jest wzorem f (z) = z*
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y

Rys. 2.4

Latwo widaé, ze jezeli f jest funkcja okresowa o okresie ¢, to kazda liczba
postaci m-t, gdzie m jest dowolna liczba catkowita rézna od zera, jest takze okre-
sem funkcji f. Zatem kazda funkcja okresowa ma nieskonczenie wiele okreséw.
Wiréd nich mozemy wyrézni¢ okresy dodatnie. Przyjmiemy definicje

Definicja 2.20 JeZeli wsrdd okreséw dodatnich funkcji okresowej f istnieje naj-

mniejszy, to nazywamy, go okresem podstawowym i oznaczaé bedziemy sym-
bolem T.

Warunkowe sformutowanie tej definicji jest niezbedne, gdyz istnieja funkcje
okresowe, dla ktorych zbiér okreséw dodatnich nie zawiera elementu najmniej-
szego. Na przyklad funkcja

1 dlaze@Q
f(x):{ 0 dlaz¢Q

jest funkcja okresowa, przy czym kazda liczba wymierna jest jej okresem. Wsréd
wszystkich liczb wymiernych dodatnich nie istnieje najmniejsza.

Definicja 2.21 Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument x, dla
ktorego f (x) = 0.

Zauwazmy, ze geometrycznie miejsce zerowe jest odcieta punktu, w ktérym
wykres funkcji przecina o$ Ox.

2.4 Przeksztalcenia wykresow

Zalézmy, ze znamy wykres Wy funkcji danej wzorem y = f (x).

Wykres funkeji g (x) = f («) + ¢ powstaje z wykresu Wy przez przesuniecie
réwnolegle o ¢ jednostek wzdluz osi Oy (przesuniecie o wektor [0, g]).

Wykres funkeji g () = f (x — p) powstaje z wykresu Wy przez przesuniecie
réwnolegte o p jednostek wzdluz osi Ox (przesuniecie o wektor [p, 0]).
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Wykres funkeji g () = k- f (z) (kK > 0) powstaje z wykresu Wy przez k-
krotne "rozciggniecie” wzdluz osi Oy (powinowactwo prostokatne o skali k i osi
Ox).

Wykres funkeji g (z) = f(k-z) (k > 0) powstaje z wykresu W, przez
%—krotne "rozciagniecie” wzdiuz osi Oz (powinowactwo prostokatne o skali % i
osi Oy).

Wykres funkcji g (x) = —f (z) powstaje z wykresu Wy przez symetrie osiowa
wzgledem osi Oz.

Wykres funkcji g (z) = f (—x) powstaje z wykresu Wy przez symetri¢ osiowa
wzgledem osi Oy.

Wykres funkeji g () = |f (2)] otrzymujemy z wykresu Wy w nastepujacy
sposob: czesci wykresu Wy, ktore lezg nad osig Ox lub na tej osi pozostawiamy
bez zmian, natomiast zamiast czesci lezacych pod osig Oz rysujemy obrazy tych
czedci w symetrii osiowej o osi Ox.

Wykres funkeji g () = f (|z|) otrzymujemy z wykresu Wy w nastepujacy
sposob: czedé wykresu Wy, ktéra odpowiada argumentom x > 0 pozostawiamy
bez zmian, a nastepnie dorysowujemy obraz tej czeSci w symetrii osiowej o osi
Oy.

Przyklad 2.22 Wykorzystujgc znajomosé wykresu funkcji f (z) = x, naszkicu-
jemy wykres funkcji g (x) =23z — 1| — 1| + % Na wykresie funkcji f musimy
kolejno wykonac nastepujgce operacje:

~

" Rozciggnagl” wykres funkcji y = x trzykrotnie w pionie, co da nam wykres
funkcji zada-nej wzorem y = 3x.

2. Przesungé o jednostke w dol, co da nam wykres funkcji zadanej wzorem
y=3z—1.

3. Wykonaé operacje przewidziang dla modutu, czyli zamiast czeSci wykresu
lezgeych pod osiq Ox wstawié osiowo symetryczne (o osi Ox) wzgledem
nich, co da nam wykres funkcji zadanej wzorem y = |3x — 1.

4. Przesunqgé otrzymany ostatnio wykres o jednostke w dot, co da nam wykres
funkcji danej wzorem y = |3x — 1| — 1.

5. Z otrzymanym wykresem wykonaé operacje takq, jok w 3., co da nam
wykres funkcji y = ||3x — 1| — 1.

6. Otrzymany wykres “rozciggngé” dwukrotnie w pionie, co da nam wykres
funkcji danej wzorem y =2 - ||3z — 1| — 1].

7. Przesunqé otrzymany ostatnio wykres o pot jednostki do gory, co daje nam
wykres funkcji f.

Naszkicujemy niektore (dla zachowania przejrzystosci rysunku) z opisanych
wyzej wykresow.
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y
y = 3x-1| y = fix)

y = [B3x=1]-1|

y=x

Rys. 2.5

2.5 Przeglad funkcji podstawowych

2.5.1 Funkcje trygonometryczne

Na poczatku okreslimy miare tukowa kata. Narysujmy dowolny kat o mierze
stopniowej «, a nastepnie nakredlmy okrag o srodku w wierzchotku tego kata
i dowolnym promieniu r. Zalézmy, ze dtugosé¢ tuku bedacego czedcia wspolng
kata i okregu wynosi [.

Rys. 2.6

Miarg tukowg danego kata bedziemy nazywaé stosunek t = % Pokazuje
sie, ze stosunek ten nie zalezy od wyboru promienia okregu. Mozna wiec wziaé¢
okrag o promieniu jednostkowym i powiedzie¢, ze miara tukowa jest liczba réwna
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dtugosci tuku wycinanego z okregu o promieniu jednostkowym przez dany kat.
Stad np. kat pelny ma miare tukowa 27, kat pélpelny ma miare tukows m, kat
prosty ma miar¢ tukowa 7, kat o mierze stopniowej 60° ma miar¢ tukowa %itd.

Zdefiniujemy najpierw funkcje trygonometryczne dla argumentéw ¢ € (0; 27).
WezZmy dowolna liczbe t z tego przedzialu i w uktadzie wspélrzednych narysujmy
kat o mierze tukowe]j t, ktorego wierzchotek pokrywa sie z poczatkiem uktadu
wspélrzednych, jedno ramie pokrywa sie z dodatnia pélosia Oz i jedli kat ten
jest niezerowy, to drugie ramie lezy w ten sposéb, ze dla kazdego x¢ > 0 istnieje
yo > 0 takie , ze zbidr {(zo,vy) : 0 <y < yo} zawiera siec w danym kacie (Rys.
2.7).

N :

Rys. 2.7

Umoéwmy sie, ze o kacie, ktorego drugie ramie zawiera sie np. w II ¢wiartce
uktadu wspotrzednych bedziemy méwili, ze lezy w 11 ¢wiartce uktadu. Wybierz-
my teraz dowolny punkt P (z,y) lezacy na drugim ramieniu kata rézny od
wierzcholka i zdefiniujmy funkcje sinus, kosinus, tangens i kotangens liczby ¢t
odpowiednio wzorami

sint =
cost =
tgt="2 dlaxz#0,czylit#Zit#3"

ctgtzx dlay #0,czylit#£A0it #m,

RIERIS

z
Y
gdzie r jest odlegloscia punktu P od poczatku uktadu wspotrzednych, czyli r =
v/x2 + y2. Z twierdzenia Talesa wynika, ze definicja powyzsza jest poprawna,
tzn. zdefiniowane wielkosci nie zaleza od wyboru punktu P, a tylko od
miary kata t. Mamy wiec zdefiniowane funkcje sinus, kosinus, tangens i kotan-
gens na przedziale (0;27) (ze stosownymi zastrzezeniami dla tangensa i kotan-
gensa). Definiujemy teraz funkcje trygonometryczne dowolnego rzeczywistego
argumentu (ze stosownymi zastrzezeniami dla tangensa i kotangensa) jako funk-
cje, ktére na przedziale (0;27) pokrywaja sie z okreslonymi powyzej i sa okre-
sowe o okresie 2w. Zauwazmy, ze o ile dziedzing tak okreslonych funkcji sinus i



ROZDZIAL 2. FUNKCJA I JEJ WEASNOSCI 30

kosinus jest R, o tyle dziedzing tangensa, ktéry w (0; 27) nie byt okreslony w 7
iw 37“, jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych z wyjatkiem punktéw postaci
5 + km, gdzie k jest dowolng liczba catkowita, za$ dziedzing kotangensa, ktory
w (0;27) nie byl okreSlony w 01 w 7, jest zbiér wszystkich liczb rzeczywistych
z wyjatkiem punktéw postaci krw, gdzie k jest dowolng liczba catkowita.

Uogo6lnijmy pojecie "lezenia” w I, II, III i IV éwiartce ukladu. Jezeli t € R,
to liczbe te mozna w jednoznaczny sposoéb zapisaé w postaci

t=m-2r+t, gdzie t’ € (0;27) i m € Z.

O t méwimy, ze lezy w tej samej éwiartce uktadu, co t'.
Whprost z definicji funkcji trygonometrycznych daje si¢ okresli¢ znak kazdej
z tych funkcji w poszczegdlnych éwiartkach

0 I ¢éw. 5 II éw. T IIT éw. 37“ IV éw.
sint 0 + 1 + 0 — -1 -
cost 1 + 0 — -1 — 0 +
tgt 0 + nie ist. — 0 + nie ist. —
ctgt | nie ist. + 0 — nie ist. + 0 —

Wykorzystujac znane juz wczesniej definicje funkcji trygonometrycznych kata
ostrego w tréjkacie prostokatnym mozemy skonstruowaé tabelke wartosci funkcji
sinus i kosinus dla pewnych szczegdlnych katéw z I éwiartki

t |01 § 1% |35 [73

sint [0 £ [ 2|21
V3 | V2 1

cost 1 5 5 3 0

Od tego miejsca zmienmy oznaczenie argumentu. Bedziemy dalej pisac sin x,
tg x itd. Bezposrednio z definicji daje sie wykaza¢ nastepujace wlasnosci funkcji
trygonometrycznych

1. Dla kazdego x € R zachodza nieréwnosci |sinz| < 1 oraz |cosz| < 1.
2. Dla kazdego = € R zachodzi tozsamo$¢ zwana ” jedynka trygonometryczna’:
.2 2,
sin®z + cos*z =1, (2.4)
gdzie symbol sin®z oznacza tyle samo, co (sin x)2 i odpowiednio cos? z
oznacza tyle samo co (cos x)2. Zauwazmy, ze zachodzi takze nastepujacy

fakt: jezeli o, 3 sa takimi liczbami rzeczywistymi, ze a?+ 3% = 1, to istnieje
x € (0; 2m) takie, ze

2

a=snz i f=cosz. (2.5)

3. Dla kazdego = € R, ktére nie jest postaci § + km (k € Z) zachodzi

tozsamosé )
sin x
tgx = (2.6)

CoS T
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oraz dla kazdego = € R, ktére nie jest postaci kn (k € Z) zachodzi
tozsamosé
ctgx = . (2.7)

_1
ctgx”®

4. Dla = # %’r (k € Z) zachodza tozsamosci ctgx = tg% oraz tgxr =

Naszkicujmy teraz wykresy funkcji trygonometrycznych

A
y y=sinx
1k-2
=2m - 0 T 21
A
Y
Yy =CosX
1
—21 -t 0 T 2m
Rys. 2.8
A
l S l
l ' n | l
l 2 2 l _
2 o . Jm X
y=tgx

Rys. 2.9
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'y
1 7 ! |
'\ _n 0\
- \2 2 N2 _
— 0 | T om
y= ctgx | '
Rys. 2.10

Z wykresow tatwo odczytaé takie wlasnosci funkeji trygonometrycznych, jak
dziedzine, zbiér wartosci, miejsca zerowe, przedzialy, w ktéych funkcja jest ros-
naca (odpowiednio malejaca). Zauwazmy, ze okresem podstawowym funkcji si-
nus i kosinus jest 27, za$ okresem podstawowym funkcji tangens i kotangens
jest m.

Waznymi wzorami obowiazujacymi dla funkcji trygonometrycznych sa tzw.
wzory redukcyjne, ktore sg uogélnieniem znanego juz wczesniej z tréjkata pros-
tokatnego zwiazku np. sin (g — x) = cosx. Zamiast wypisywaé wzory reduk-
cyjne, ktérych jest bardzo duzo oméwimy sposéb ich tworzenia. Umébwmy sie, ze
jezeli f oznacza ktérakolwiek funkcje trygonometryczna, to przez f* oznaczymy
jej kofunkcje, czyli dla sinusa bedzie to kosinus, dla kotangensa bedzie to tan-
gens itd. Lewa strona wzoru redukcyjnego bedzie zawsze postaci f (m = :c),
gdzie f jest dowolng funkcja trygonometryczna, za$ m jest liczba calkowita.
Po prawej stronie wzoru piszemy f (z), jesli m jest liczba parzysta lub piszemy
f* (z), gdy m jest liczba nieparzysta. Dodatkowo z przodu stawiamy znak + lub
— w zaleznosci od tego jaki znak ma funkcja f w tej ¢wiartce ukltadu do ktorej
nalezy liczba m - § + x, gdzie x traktujemy tutaj tak jakby lezato w I ¢wiartce
uktadu.

Przyktad 2.23 Obliczymy wartosé wyrazenia
tg (%7‘(‘ — x) - COS (gﬂ' + ac)

ctg (57 + ) -sin (37 — )

Zajmijmy sie poszczegolnymi czynnikami. W wyrazeniv %TF—$ mamy nieparzystq
wielokrotnos¢ liczby 5 oraz liczba %ﬂ' —x lezy w III ¢wiartce, w ktorej tangens
jest dodatni. Zatem tg (%71’ — x) = ctgx. W wyrazeniu %erx mamy nieparzystq
wielokrotnosc liczby 5, przy czym liczba gﬂ + x lezy w II ¢wiartce, w ktorej ko-
sinus jest ujemny. Zatem cos (gﬂ’ + x) = —sinz. W wyraZeniu 57 + x mamy
parzystq wielokrotnos¢ liczby 5, przy czym liczba 5w + x lezy w 111 ¢wiartce, w
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ktorej kotangens jest dodatni. Zatem ctg (5w + x) = ctgx. Wreszcie w wyrazeniu
gTF x mamy nieparzystq wielokrotnosé liczby 5, przy czym —37r x lezy wl

Cwiartce, w ktorej sinus jest dodatni. Zatem sin (—%77 — x) = cosx. Ostatecznie

tga - (—si
’yzch (—sinx) - _tgz

ctgx - cosx
na Mmocy wzorow (@ i .

Zauwazmy, ze funkcje sinus, tangens i kotangens sa funkcjami nieparzystymi,
za$ funkcja kosinus jest funkcja parzysta.

Funkcje trygonometryczne spelniaja caly szereg interesujacych wtasnoéci,
ktore podzielimy na grupy

1. Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy argumentéw

sin (z + y) = sinx cosy + cosz siny (2.8)
sin (x — y) = sinz cosy — cos rsiny (2.9)
cos (x +y) = cosx cosy — sinzsiny (2.10)
cos (z — y) = cosx cosy + sinz sin y. (2.11)

Zauwazmy przy tym, ze uzywajac wzoréw redukcyjnych mozna tatwo zna-
jac pierwszy z tych wzoréw wyprowadzi¢ pozostale. Ponadto tatwo z tych
wzordéw, uzywajac zwiazku miedzy funkcja tangens a funkcjami sinus i
kosinus, wyprowadzi¢ wzory na tangens i kotangens sumy (réznicy):

tg (x4 y) = 71@_:2;;?;
tg (v —y) = L8V
1+tgatgy
_ ctgrctgy — 1
cte (v +y) = ctgx + ctgy
_ ctgrctgy +1
cte (v —y) = ctgy —ctgx

2. Funkcje trygonometryczne argumentu podwojonego

sin 2z = 2sinx cos ¢ (2.12)
cos 2z = cos® x — sin’
=1-2sin’z (2.13)

=2cos?z — 1.
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Wzory te wynikaja ze wzordw na sinus i kosinus sumy, przy czym dwie
dodatkowe wersje wzoru na kosinus 2z wynikaja z ”jedynki trygonome-
trycznej”. Z wzoréw na tangens i kotangens sumy dostajemy

2t
tg2x = 7gz
1—tg*x
tg?z —1
ctg2e =28 T2
2ctgx

3. Wyrazenie sinusa i kosinusa za pomoca tangensa argumentu potéwkowego

2tg 5

Sine = ——5— 2.14

sin z T+ tg? 2 (2.14)
1—tg?2

cosx = 7g2020 (2.15)

Oczywiscie tozsamosci te obowiazuja dla tych z, dla ktérych jest okreslony
tg 5, tzn dla x # 7 + 2km, k € Z.

4. Wzory na sume i réznice funkcji trygonometrycznych

sinx+siny:2sinw;—ycosx;y (2.16)
sinx—siny:Qcosz;ysinz;y (2.17)
COS$+COSQ=2€OSx+yCOSx;y (2.18)
cosx — cosy = —2sin Yy sin ; Y. (2.19)

W tym przypadku takze uzywajac wzoréw redukcyjnych mozna z pier-
wszego wzoru wyprowadzi¢ trzy pozostate.

2.5.2 Funkcja potegowa
Definicja 2.24 Funkcjg potegowqg mnazywamy kazdg funkcje f zadang wzorem

fz) =27,
gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywistq.

Zauwazmy, ze dziedzina tak zdefiniowanej funkcji zalezy od parametru «:
jesli o € N, to Dy =R, jedli o € Z, e < 0, to Dy = R\ {0}, jesli o = 1, gdzie
n jest liczba naturalna parzysta, to Dy = (0;00), jesli o = —%7 gdzie n jest
liczbg naturalng parzysta, to Dy = (0, 00). Dziedziny wszystkich funkeji pote-
gowych zawieraja w sobie przedzial (0,00). Wykresy niektérych funkcji pote-
gowych przedstawimy na rysunkach
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A
y y
y=x

! 0

0 X
Rys. 2.11

A

3 v

Rys. 2.12

y=yx

Rys. 2.13

y=ix
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2.5.3 Funkcja liniowa

Definicja 2.25 Funkcjq liniowg nazywamy kazdg funkcje zadang wzorem postaci
f(x)=ax+Db,

gdzie a,b sq dowolnymi liczbami rzeczywistyms.

Twierdzenie 2.26 Wykresem funkcji liniowej f (x) = ax + b jest linia prosta
przechodzqca przez punkt (0,b) lezgcy na osi Oy i nachylona do dodatniej pélosi
ost Oz pod takim kgtem @, Ze tgp = a.

Uwaga 2.27 Tuwierdzenie powyzsze jest prawdziwe (wylgcznie!) w przypadku,
gdy na obu osiach uktadu wspotrzednych przyjelismy te same jednostki.

7 twierdzenia tego mamy interpretacje geometryczng wspotczynnikéow wys-
tepujacych we wzorze opisujacym funkcje liniowa. Mianowicie, wspolczynnik a
zwany wspolczynnikiem kierunkowym jest tangensem kata nachylenia prostej
do dodatniej poétosi osi Ox, za$ b zwane wyrazem wolnym jest rzedna punktu,
w ktérym prosta przecina os Oy.

A
y
y=ax+b
a=tgg b
(4 .
_g 0 X
Rys. 2.14

Poniewaz tangens kata ostrego jest dodatni, zerowego — zerowy, zas$ kata
rozwartego ujemny, wiec z powyzszego twierdzenia wynika monotonicznosé funk-
cji liniowej. Mianowicie, jesli funkcja liniowa dana jest wzorem f (z) = ax + b,
to

e dla a = 0 funkcja f jest stala,
e dla a > 0 funkcja f jest rosnaca,
e dla a < 0 funkcja f jest malejaca.

Funkcja liniowa f (z) = ax + b, jak latwo sprawdzié, w przypadku a # 0 ma

doktadnie jedno miejsce zerowe r = — .
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2.5.4 Funkcja kwadratowa

Definicja 2.28 Funkcjq kwadratowg lub inaczej tréjmianem kwadratowym nazy-
wamy kazdg funkcje zadang wzorem postaci

f(x) = az® + bx +c,
gdzie a, b, c sq dowolnymi liczbami rzeczywistymi, przy czym a # 0.

Zauwazmy, ze wzér opisujacy trojmian kwadratowy daje sie przeksztalcié
do tzw. postaci kanonicznej, ktora umozliwi nam rysowanie wykresu dowolnej
funkcji kwadratowe;j

b
ax2+bx+c:a(x2+x+c)
a a

=a x2+éx+ﬁ_ﬁ+f
o a 40?2  4a?  a

L b\> b —dac
L — ) - ="
2a 4a?
b A
=alz+—) ——
2a 4a’
gdzie symbolem A oznaczylismy liczbe b? — 4ac zwang wyréinikiem tréjmianu

kwadratowego. Zauwazmy, ze z przedostatniej postaci w powyzszych przeksz-
talceniach daje si¢ wyprowadzi¢ wzory na miejsca zerowe funkcji kwadratowej:

=a

e Jezeli A < 0, to wyrazenie w nawiasie kwadratowym jest dodatnie dla
kazdego argumentu z. Zatem w tym przypadku funkcja kwadratowa nie
ma w ogdble miejsc zerowych.

e Jezeli A =0, to podstawiajac t = x + % otrzymujemy réwnanie at? = 0,
ktore ma doktadnie jeden pierwiastek ¢t = 0, czyli x + % = 0 1 ostatecznie
w tym przypadku funkcja kwadratowa ma dokladnie jedno miejsce zerowe

=_20
T=—g.

e Jezeli A > 0, to podstawiajac t = x + % i przyréwnujac wyrazenie w
nawiasie kwadratowym do zera dostajemy réwnanie

A
2
=gz =0

Stosujac wzor na réznice kwadratéw mamy

VA VA
G‘wa>G+Ma>‘“
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. . . o . . VA . .
Poniewaz w jednym nawiasie wyrazenie lal wystepuje z minusem, a w

drugim z plusem, wiec mozemy opusci¢ w nim modut

<t— ‘f) <t—|— f) = 0. (2.20)

po YA, YA
2a 2a

Wracajac do zmiennej x dostajemy
b VA b VA

="V - _r=
x+2a 2a JLn+2a 2a

Stad

i w konsekwencji

—b+ VA —b— VA
r=———— V = ———.

2.21
2a 2a ( )

Ostatecznie w tym przypadku funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe
wyrazajace sie wzorami (2.21)).

Zauwazmy, ze jezeli A = 0 i przez xy oznaczymy jedyne miejsce zerowe
funkcji kwadratowej, to posta¢ kanoniczna tej funkcji zapisze sie jako

ax® + b +c=a(x —x0)>. (2.22)

Dlatego o miejscu zerowym xy moéwimy, ze jest pierwiastkiem podwdjnym.
Jezeli A > 0 i miejsca zerowe funkcji kwadratowej oznaczymy przez x; i x4, to
z postaci kanonicznej dostajemy

ax® +br +c=a(x—x1) (x — ). (2.23)

Prawe strony w (2.22)) i (2.23)) nazywamy postacia iloczynowa tréjmianu kwadra-
towego. Jezeli A < 0, to tréjmian nie ma postaci iloczynowe;j.

7 wzoréw na miejsca zerowe funkeji kwadratowej (2.21) mozemy wyprowadzié
wzory Viete'a, ktére opisuja zaleznos¢ miedzy suma i iloczynem pierwiastkow a
wspolczynnikami tréjmianu kwadratowego. Jezeli symbolami x1, 9 oznaczymy
miejsca zerowe przy zalozeniu, ze A > 0, to mamy
—b+\/Z+ —b—VA 26 —b

_— = (2.24)
2a 2a 2a a

b+ VA —b—\/K_b2—A_@_E (2.25)
2a 2a 44?2 4a® o '

Dla A = 0 powyzsze wzory takze sa prawdziwe pod warunkiem, ze przyjmiemy,
ze w tym przypadku tréjmian ma dwa pierwiastki oba réwne xg.
Oczywiscie, gdy A < 0, to wzory Viete’a nie majg sensu.

1+ X9 =

X1 - Tog =
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Zajmijmy sie teraz wykresem funkcji kwadratowej. Z wiemy juz jak
wyglada wykres funkcji danej wzorem y = z2. Krzywa bedaca tym wykresem
nazywamy parabolg. Wierzchotkiem tej paraboli jest poczatek uktadu wspotrzed-
nych. Wiadomo z [2:4] jak z tego wykresu uzyska¢ wykres funkeji zadanej réw-
naniem y = axz?. Wystarczy "rozciagnaé” a-krotnie wykres funkcji y x>
rownolegle do osi Oy przy a > 0, za§ w przypadku a < 0 wystarczy przek-
sztalcié wykres funkcji y = 22 przez symetrie osiowa o osi Ox, a nastepnie
"rozciagnaé” |a|-krotnie réwnolegle do osi Oy.

A 5
y y=-2x
a=-2<0
A
y
1 1+
ol 1 x o\ 1 x
_ 1.2
y=3x
a=5>0
Rys. 2.15

Widaé wiec, ze dla a > 0 parabola o réwnaniu y = ax? ma ramiona zwrécone

do gory, za$ dla a < 0 — do dotu. Ponadto widaé, ze im wiekszy jest |a|, tym
ramiona paraboli sa bardziej strome.

Zauwazmy dalej, ze jezeli a > 0, to funkcja zadana réwnaniem y = az? jest
malejaca w przedziale (—oo;0) i rosnaca w przedziale (0;00). Ponadto w tym
przypadku funkcja ta osiaga swoja najmniejsza warto$¢ dla argumentu x = 0
i ta najmniejsza warto$¢ wynosi 0. Jezeli a < 0, to funkcja zadana wzorem
y = ax? jest rosnaca w przedziale (—oo;0) i malejaca w przedziale (0; c0) oraz
osiaga najwieksza warto$¢ w 0 i ta najwicksza warto$¢ wynosi 0.

Rozwazmy teraz sytuacje ogélna f (z) = ax?® + bz + c. Mamy postaé kano-
niczng

Wprowadzmy oznaczenia

—b —-A

P=%y 1T

Wtedy postaé kanoniczna zapisze sie jako

fl@)=a(@—p)*+a
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W konsekwencji na mocy wykres funkcji f powstaje z wykresu funkcji danej
wzorem y = az? przez przesuniecie réwnolegle o wektor [p, q|, czyli przez prze-
suniecie o p w poziomie i o ¢ w pionie.

A
y
y=ax’ y=a(p)Y+q
"Wy = T Wp.q)
p.al | ~
0 P x
Rys. 2.16

Zatem otrzymana parabola bedzie miala wierzcholek w punkcie (p, ¢). Czesto
wspOlrzedne wierzchotka oznacza sie przez (., yw). Mamy wiec

—b

Ty = Sa

ik
Ponadto widaé, ze dla a > 0 funkcja f jest malejaca w przedziale (—oo; ;—2> i
rosnaca w przedziale <;—:; oo) oraz dla argumentu g—f przyjmuje swoja wartosé
najmniejsza, ktéra wynosi %. Dla a < 0 funkcja f jest rosnaca w przedziale
(—oo; 5—;> i malejaca w przedziale <;—;’; oo) oraz dla argumentu 5—; przyjmuje

swoja warto$¢ najwigksza, ktéra wynosi -

y
A<0
a>0
A=0
a>0
A>0
a>0

Rys. 2.17
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A
y
0 X
A>0
a<0
A=0
a<0
A<0
a<0
Rys. 2.18

Rysunki 2.17 1 2.18 przedstawiaja mozliwe warianty poltozenia wykresu funkcji
kwadratowej w zaleznosci od znaku wyréznika i znaku wspoétczynnika a

2.5.5 Wielomiany

Definicja 2.29 Niech n € NU{0}. Wielomianem stopnia n nazywamy funkcje
W R — R dang wzorem postaci

W (z) = apa™ + An_12" .+ a1z + ag,

gdzie ag,ay, ...a, $¢ liczbami rzeczywistymi, ktore nazywamy wspdlczynnikami
wielomianu, przy czym a, # 0. Dodatkowo funkcje W : R — R tozsamosciowo
rowng zeru nazywamy wielomianem zerowym. Przyjmuje sie, Ze wielomian ze-
rowy nie ma stopnia.

Jezeli W jest wielomianem stopnia n, to bedziemy pisa¢ deg W = n.

Zauwazmy, ze poznane juz przez nas funkcje liniowa i kwadratowa sg szczegol-
nymi przypadkami wielomianéw. Funkcja liniowa jest wielomianem stopnia co
najwyzej pierwszego, za$ funkcja kwadratowa jest wielomianem stopnia drugiego.

Poniewaz wielomiany sa funkcjami, wiec mozemy moéwi¢ o ich réwnoéci.
Okazuje sig, ze istnieje charakteryzacja réwnosci wielomiandéw oparta na wlas-
nosciach ich wspoétczynnikéw. Zachodzi twierdzenie

Twierdzenie 2.30 Wielomiany W,V sq réwne wtedy i tylko wtedy, gdy deg W =
deg V' @ wspdlczynniki wystepujgce przy jednakowych potegach argumentu w tych
wielomianach sq sobie rowne.

Niech W bedzie wielomianem. Miejsca zerowe funkcji W nazywaé bedziemy
pierwiastkamsi wielomianu W.

Zachodzi twierdzenie o dzieleniu wielomianu z resztg analogiczne do odpowied-
niego twierdzenia o dzieleniu z reszta liczb catkowitych
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Twierdzenie 2.31 Zaléimy, ze W, P sq wielomianami, przy czym P nie jest
wielomianem zerowym. Wowczas istniejqg wyznaczone jednoznacznie wielomiany
Q, R takie, Ze dla wszystkich x € R zachodzi réwnosé

W(x)=P(z)Q(z)+ R(x), (2.26)
przy czym deg R < deg P lub R jest wielomianem zerowym.

Przyklad 2.32 Na przykiadzie pokazemy, jak w praktyce wyznaczaé wielomi-
any Q, R. Niech W (z) = 2* =323+ 222+ 52 —1 i P (x) = 22 — 2+ 2. Usywamy
zapisu analogicznego do pisemnego dzielenia liczb

x? — 2z —2
(2 =323 4+ 222 + 5z — 1) : (2® —2 +2)

I

— 223 + 5z
2% — 222 + 4z
—22°+ 921
22° —2x +4
Tr+3

W kolejnych krokach wykonalismy tu nastepujgce operacje:

1. Podzielilismy skladnik najwyzszego stopmia pochodzgcy od dzielnej przez
sktadnik najwyzszego stopnia w dzielniku i otrzymany wynik zapisaliémy
nad poziomgq kreskq nad dzielng.

2. Pomnozylismy otrzymany powyzej wynik przez wszystkie skladniki dziel-
nika zmieniajgc znaki na przeciwne i wynik tej operacji podpisalismy pod
dzielng.

8. Zsumowalismy wynik otrzymany w 2. z wyrazeniem stojgcym bezposrednio
powyzej.

Wielomian, ktory znalazt sie nad gorng pozioma kreskq jest ilorazem, czyli
przy oznaczeniach w ostatnim twierdzeniu jest to Q (x), za$ pod dolng kreskq
otrzymalismy reszte, czyli przy oznaczeniach z ostatniego twierdzenia — R (x).
Na mocy tego twierdzenia mamy wiec: dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi
rownosé

gt =32+ 222 + 52— 1= (2> —2+2) (2® — 22— 2) + (T +3).

Definicja 2.33 Niech W, P bedqg wielomianami, przy czym P nie jest wielo-
mianem zerowym. Mowimy, zZe wielomian W jest podzielny przez wielomian P,
gdy istnieje wielomian Q taki, zZe dla kazdego x € R zachodzi réwnos$é

W(z)=P(z)Q(z).
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Ze wzgledu na jednoznaczno$¢ w Twierdzeniu [2.31) oznacza to, ze dzielenie
z reszta wielomianu W przez wielomian P musi da¢ w tym przypadku reszte,
ktéra jest wielomianem zerowym.

Zachodzi nastepujace bardzo wazne twierdzenie

Twierdzenie 2.34 (Bezout) Liczbar jest pierwiastkiem wielomianu W wtedy
1 tylko wtedy, gdy wielomian W jest podzielny przez dwumian x — r.

Zauwazmy, ze z Twierdzenia dla P(z) = = — r wynika, ze reszta
R z dzielenia wielomianu W przez P, ktéra w tym przypadku jest wielomia-
nem stalym, bo stopnia co najwyzej zero, wynosi W (r). Istotnie wystarczy w
réwnosci podstawi¢ r w miejsce x.

Zachodzi nastepujace bardzo wazne

Twierdzenie 2.35 Kazdy wielomian daje sie przedstawi¢ w postaci iloczynu
czynnikow liniowych i kwadratowych o ujemnym wyrdziniku.

W praktyce dokonanie rozktadu dowolnego wielomianu na takie czynniki
bywa bardzo trudne, a nawet niemozliwe. Tylko w nielicznych przypadkach
jestedmy w stanie dokonaé takiego rozkladu. Mamy jednak twierdzenia, ktére
w pewnych sytuacjach utatwiaja roztozenie wielomianu.

Twierdzenie 2.36 Zaloimy, zZe wszystkie wspolczynniki wielomianu
W (z) = apa™ + ap_12" ' 4 ...+ a1z + ag

sq liczbami caltkowitymi. Jezeli r jest wymiernym pierwiastkiem wielomianu W,

to r = % gdzie p jest dzielnikiem wspdlczynnika ag, za$ q jest dzielnikiem

wspolczynnika ap i utamek % jest nieskracalny.
Whniosek 2.37 Zaloimy, ze wszystkie wspélczynniki wielomianu
W(z) =2+ ap12" " + ...+ a1z + ap

sq liczbami catkowitymi. Jezeli r jest wymiernym pierwiastkiem wielomianu W,
to r jest liczbg catkowitq, ktora jest dzielnikiem liczby ag.

Przyktad 2.38 a) Rozlozymy na czynniki wielomian W (z) = x° — 3% — 23 +
3z — 6x + 18. Zauwaimy, Ze daje sie dostrzec pewne proporcje miedzy kolej-
nymi wspotczynnikami wielomianu. Podejrzewamy wiec, ze mozna roztozyé ten
wielomian grupujgc sktadniki i wylgczajoc wspolne czynniki przed nawiasy
W (z) = (2° — 32) — (2° — 32%) — (62 + 18)
=zt (x—-3)—2*(x —3) —6(x—3)
(z—3) (2" —2* —6) .
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Aby roztozyé wielomian z drugiego nawiasu zastosujemy teorie poznang w|2.5.4)
W wielomianie tym podstawmy t = x2. Wéwczas przyjmie on postacé t> —t — 6.
Wyrdznik tego tréjmianu wynosi A = 25, czyli jego pierwiastkami sq

t=-2 VvV t=3.

Zatem postaciq iloczynowq tego tréjmianu jest (t + 2) (t — 3), czyli wracajgc do
zmiennej x dostajemy

- 2% —6= (:r:2+2) (m2—3)
1 z wzoru na roznice kwadratow
at —2® — 6= (2% +2) (x—\/g) <z+\/§),
przy czym wyréinik tréjmianu x® + 2 jest ujemny. Ostatecznie
W (z) = (z —3) (xf\/§> (ach\/g) (z° +2)

jest poszukiwanym rozktadem na czynniki wielomianu W .

b) Roztozymy teraz na czynniki wielomian W (z) = x* —4x3+222+8x—8. W
tym przypadku proporcje miedzy wspolczynnikami nie sq widoczne. Skorzystamy
wige z Wniosku [2.57. Wolno nam to zrobié, bo wspdlczynniki danego wielo-
mianu sq¢ calkowite i wspdlczynnik przy najwyiszej potedze zmiennej jest je-
dynkq. Z wniosku tego wynika, Ze jedynymi liczbami wymiernymai, ktore mogq
by¢ pierwiastkami wielomianu W sq podzielniki wyrazu wolnego, czyli podzielniki
8. Zatem jedynymi pierwiastkami wymiernymi mogq bycé liczby £1,+2, +4, £8.
Sprawdzimy ktora z tych liczb jest pierwiastkiem:

W(l)=1-4+42+8-8=—-1+£0
W(-1)=14+4+2-8—-8=-9+£0
W(2)=16—-32+8+16—8=0.

Zatem 2 jest pierwiastkiem wielomianu W, wiec na mocy twierdzenia Bezouta
wielomian ten jest podzielny przez dwumian x — 2. Wykonajmy dzielenie

23— 227 — 20+ 4
(2t — 423 + 222+ 82 —8) : (z —2)

—z* 4 223
— 223 4 222
22 — 4a*
— 222 4+ 8z
22% — 4z
dr — 8

—4x+8
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Zatem
W(z) = (z—2) (2® —22% — 22 +4).

Zavwazmy, ze do drugiego czynnika mozemy juz zastosowac metode poznang w
przykladzie a):
23— 207 —2x4+4=2%(x—-2)—-2(z—2)
=(x-2)(z*-2)=(z—2) (l‘*\@) <x+\@)

Ostatecznie

W (z) = (z —2)° (1’7\[2) (x+\/§)

¢) Rozlozymy na czynniki wielomian W (x) = 323 — 222 + 5z + 2. Tu
nie da si¢ zastosowaé Wniosku [2.37, bo wspdlczynnik przy najwyzszej potedze
nie jest jedynkq. Musimy skorzystaé z Twierdzenia [2.36 Dzielnikami wyrazu
wolnego sq +£1,+2, zas dzielnikami wspdlczynnika przy najwyzszej potedze sq
+1,43. Zatem jedynymi pierwiastkami wymiernymi wielomianu W mogq byc
liczby :I:l,:l:%,:l:2, :i:%. Sprawdzimy, czy ktora$ z tych liczb jest pierwiastkiem
wielomianuy W

W(1)=3-2+5+2=8#0
W(=1)=-3-2-5+2=—-8#£0

1 2 2
W<)=3—+5+2:37é0

3) 21 9 '3 9

1 32

) == _Z_Z49=
W( 3) 27 g 3t2=0

Zatem —% jest pierwiastkiem wielomianu W, wiec na mocy twierdzenia Bezouta
wielomian ten jest podzielny przez dwumian x + % Wykonamy dzielenie

322 -3z +6
1
(3x3 — 222 + 52+ 2) : (w—i—g)
—3z> — 22
— 322 4 bz
322 +x
6x + 2
—6x — 2

Zatem
W (z) = <x+:1))> (32 =32 +6) =Bz +1) (2? —z+2).

Trogmian z ostatniego nawiasu ma wyroznik ujemny, wiec rozkiad ten jest juz
poszukiwanym rozkladem.
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Zauwazmy, ze w Przykladzie b) w rozktadzie na czynniki pojawiaja si¢
dwa czynniki postaci x — 2, czyli tak, jakby pierwiastek 2 wielomianu W byt
liczony dwukrotnie. W zwiagzku z tym wprowadzamy nastepujace okreslenie

Definicja 2.39 Niech r bedzie pierwiastkiem wielomianuy W i k € N. Pier-
wiastek r nazywamy k-krotnym, gdy wielomian W dzieli sie przez (x — r)" i nie
jest podzielny przez (x — T)k+1.

7 Twierdzenia [2.35| wynika nastepujace twierdzenie, ktére bywa nazywane
podstawowym twierdzeniem algebry

Twierdzenie 2.40 Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.

2.5.6 Funkcje wymierne

Definicja 2.41 Funkcjg wymierng nazywamy kazdg funkcje, ktorg da sie za-
pisaé w postaci

gdzie P, Q sq wielomianami, przy czym Q nie jest wielomianem zerowym. Dzie-
dzing funkcji wymiernej f zadanej powyzszym wzorem jest zbior

Dy={xeR:Q(x)#0}.
Szczegdlnym przypadkiem funkcji wymiernej jest funkcja homograficzna.

Definicja 2.42 Funkcjg homograficzng nazywamy funkcje postaci

ar+b
T =ra
gdzie ¢ # 0 i ad — be # 0.
Kazda funkcje homograficzna daje sie sprowadzi¢ do postaci kanonicznej

fla)=— ﬁp +4q (2.27)

Zauwazmy, ze postaé ta pozwala narysowaé¢ wykres funkcji homograficznej. Is-
totnie, znamy juz wykres funkcji y = % . Stosujac teraz do tego wykresu
metody poznane wotrzymujemy wykres funkcji . Na przyktadzie poka-
zemy, jak w praktyce dojé¢ do postaci kanonicznej.

Przykltad 2.43 Sprowadzimy do postaci kanonicznej funkcje homograficzng za-
dang wzorem

20+ 3
Wykonujgc dzielenie z resztq licznika powyzszego utamka przez jego mianownik
dostajemy

2r+3=2(x+2)—1.
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Zatem wstawiajgc do wzoru opisujgcego funkcje f mamy

2(x+2)-1 -1
T) = = 2.
I @) T+ 2 T+ 2 +
Otrzymalismy postac , w ktérej k = —1, p = =2, q = 2. Zatem aby
otrzymac wykres f, musimy wykres funkcji y = % przeksztalcié najpierw za

pomocq symetrii osiowej o osi Ox, a nastepnie przesungcé o —2 w poziomie i 0
2 w pionie (przesungé o wektor [—2,2]).

Z pomoca powyzszego przykladu mozemy wyznaczyé wzory na wspolczyn-
niki k, p, ¢ we wzorze (2.27)):

bc — ad
k= a2

d
p=—--

c

a
qg=-

c

2.5.7 Funkcje wykladnicze
Definicja 2.44 Funkcjg wykiadniczq nazywamy kazdg funkcje f zadang wzorem

f(z) =a”,
gdzie a jest ustalona liczbg rzeczywistg takg , Ze a > 0 i a # 1.

Naszkicujemy wykresy funkcji wyktadniczej w dwoch przypadkach 0 < a < 1
oraz a >1

a>1 0<a<l

—
—

Rys. 2.19

Z wykreséw daje si¢ odczytaé podstawowe wlasnosci funkeji wykltadniczej:
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Dziedzing funkcji wykladniczej w obu przypadkach jest zbiér R.

Zbiorem wartosci w obu przypadkach jest zbior (0;c0).

Funkcja ta nie ma miejsc zerowych.

W obu przypadkach wartoscia funkeji wyktadniczej w 0 jest 1.

Dla 0 < a < 1 funkcja wyktadnicza o podstawie a jest malejaca, zas dla
a > 1 jest rosnaca.

W obu przypadkach jest réznowartosciowa.

2.5.8 Funkcje logarytmiczne

Definicja 2.45 Funkcjg logarytmiczng nazywamy kazdg funkcje f zadang wzo-
rem

f(z) =log, z,

gdzie a jest ustalona liczbg rzeczywistq takq, ze a > 0 i a # 1.

Zauwazmy, ze z Definicji[I.33] wynika, ze funkcja logarytmiczna o podstawie
a jest funkcja odwrotna wzgledem funkcji wykladniczej o podstawie a. Zatem
potrafimy, opierajac sie na wykresie funkcji wykladniczej, naszkicowaé wykresy
funkcji logarytmicznych

A A
y y
a>1
0<a<l
o /1 x o] 1 x
Rys. 2.20

Z wykresow daje si¢ odczytaé podstawowe wlasnoéci funkeji logarytmiczne;j:
e Drziedzina funkcji logarytmicznej w obu przypadkach jest zbiér (0; 00).
e Zbiorem wartosci jest R.

e Jedynym miejscem zerowym jest 1.
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e Dla 0 < a < 1 funkcja logarytmiczna o podstawie a jest malejaca, zas dla
a > 1 jest rosnaca.

e W obu przypadkach funkcja logarytmiczna jest réznowartosciowa.

2.6 Pojecie funkcji elementarnej

Definicja 2.46 Funkcjg elementarng nazywaé bedziemy kazdg funkcje liczbowq
zmiennej rzeczywistej, ktora daje sie zapisaé za pomocg jednego wzoru, ktory
moze zawieraé

e stale,
e dziatania arytmetyczne na skonczonej liczbie argumentow,
e zloZenia funkcji,

e znaki takich funkcji, jak: potegowe, wykiadnicze, logarytmiczne i trygonom-
etryczne.

Przyktadem funkcji elementarnej jest wiec

2+1
flx)=1 x3sim -log, (x% +tg g) .

Zauwazmy, ze funkcja dana wzorem f (z) = |z| jest funkcja elementarna, bo

|z| = Va2.



Rozdziat 3

Rownania 1 nierownosci

3.1 Wiadomosci wstepne

Definicja 3.1 Pierwiastkiem rownania lub nieréwnosci nazywamy kazdg liczbe,
ktora spetnia rownanie lub nierownosé. Rozwigzaniem réwnania lub nieréwnosci
nazywamy zbior wszystkich pierwiastkow rownania lub nieréwnosci.

Rozwiazanie réwnania lub nieréwnoéci polega wigc na znalezieniu zbioru
wszystkich pierwiastkow tego réwnania lub nieréwnosci.

Przyktad 3.2 a) Rozwigzaniem réwnania x* + 4 = 0 jest 2bidr pusty.
b) Rozwigzaniem réwnania x® — 4 = 0 jest zbiér dwuelementowy {—2,2}.
¢) Rozwigzaniem nieréwnosci x> — 4 < 0 jest przedzial (—2;2).

3.1.1 Rozwigzywanie ré6wnan metoda
rownan réwnowaznych

Stosujac te metode, przeksztalcamy dane rownanie do innego, réwnowaznego
poprzedniemu, czyli takiemu, ktéry ma to samo rozwigzanie.

Twierdzenie 3.3 Jezeli do obu stron réwnania dodamy to samo wyrazZenie, to
otrzymamy réwnanie rownowazne danemu.

a=b<= a+c=b+c dla dowolnych a,b, c.

Twierdzenie 3.4 Jezeli obie strony rownania pomnozymy przez to samo wyraze-
nie rozne od zera, to otrzymamy rownanie réownowazne danemu:

a=b<=a-c=b-c dla dowolnych a,b,c, przy czym c # 0.
Przyktad 3.5 Rozwigzemy rownanie

2r—5=x+2.

50
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Do obu stron réwnania dodajemy 5:

20 —b5+5=x+2+5

2r=x+7,
do obu stron réwnania dodajemy —x:
20 —x =T
r=1.

Rozwigzaniem naszego réwnania jest zbidr jednoelemenytowy {7}.

3.1.2 Rozwigzywanie nier6wnosci metoda
nieré6wnosci rownowaznych

Twierdzenie 3.6 Jezeli do obu stron nieréwnosci dodamy to samo wyrazenie,
to otrzymamy nieréwnosé rownowaing danej:

a<b<= a+c<b+c dla dowolnych a,b,c.

Twierdzenie 3.7 JeZeli obie strony nierdownosci pomnozymy przez to samo
wyrazenie, przyjmujgce tylko wartosci dodatnie, to otrzymamy nieréwnosé row-
nowazng danej:

a<b<=a-c<b-c dla dowolnych a,b,c, przy czym c > 0.

Twierdzenie 3.8 JeZeli obie strony nierdwnosci pomnozymy przez to samo
wyrazenie, przyjmujgce tylko wartosci ujemne i zmienimy zwrot nierownosci na
przeciwny, to otrzymamy nieréwnosé rownowaing danej:

a<b<=a-c>b-c dla dowolnych a,b,c, przy czym c < 0.

Ostatnie dwa twierdzenia pozostaja prawdziwe, gdy nieréwnosci ostre za-
stapimy nieostrymi.

Przyktad 3.9 Rozwigiemy nieréwnosé
—bx —4>2x+ 3.

Do obu stron dodajemy 4

—drx—4+4>2x+3+4

=5 > 2+ 7.

Do obu stron dodajemy —2x

—bdr —2x>2x+7—-2zx

-7z > 7.

Mnozymy obie strony nieréwnosci przez —% i zmientamy zwrot nierownosci na

przeciuwny
r < —1.

Rozwigzaniem danej nierdwnosci jest przedzial (—oo, —1).
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3.1.3 Metoda analizy starozytnych

Metoda ta polega na przeksztalceniu wyjsciowego réwnania do postaci tatwiejszej
w rozwigzaniu i o tej wlasnosci, ze kazdy pierwiastek wyjéciowego réwnania
jest réwnoczesnie pierwiastkiem nowo otrzymanego réwnania, ale niekoniecznie
odwrotnie. Po takiej operacji wéréd pierwiastkéw moga sie znalezé takie, ktore
nie sa pierwiastkami réwnania wyjsciowego. Nazywamy je pierwiastkami ob-
cymi i chcac otrzymaé rozwiazanie rownania danego, musimy je wyeliminowaé
ze zbioru pierwiastkow. Tak wiec sprawdzenie jest czescig konieczng tej metody.

Przyklad 3.10 a) Rozwigzemy rownanie

Vx2 —-5x+10= —=x.

Podnoszgc stronami do kwadratu otrzymujemy réwnanie
2 — bx +10 = 22,

ktore nie musi byé réwnowazne danemu, ale jesli jakas liczba jest pierwiastkiem
danego rownania, to jest takze rozwigzaniem tego ostatniego rownania. Prze-
ksztalcajgc dalej dostajemy

—5x+10=0
—b5xr = —10
xr=2.

Sprawdzamy, czy otrzymany pierwiastek spelnia dane w przykiadzie réwnanie.
Podstawriajgc do lewej i prawej strony danego rownania otrzymujemy

L=vi1i-10+10=2,
P=-2.

Zatem L # P, czyli liczba 2 jest pierwiastkiem obcym (nie jest pierwiastkiem
réwnania danego). W konsekwencji rozwigzaniem réwnania danego jest zbidr

pusty.
b) Rozwigzemy rédwnanie

vai+az+5=—z.

Podobnie, jak poprzednio mamy
2+ +5=2a2
z+5=0
T = —5H.
Sprawdzamy, czy liczba —b jest rozwigzaniem rownania wyjscioweqgo

L=+v25—5+5=5,
P=— (-5 =5
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Otrzymalismy, ze L = P, zatem rozwigzaniem réwnania Va2 + x + 5 = —x jest
zbidér {—5}.
¢) Rozwigzemy rédwnanie

2 -5 =z.

Podobnie, jak porzednio

22— 5 =zx?

-5=0.

Otrzymane réwnanie jest sprzeczne, czyli rownanie wyjsciowe tez jest sprzeczne.

3.1.4 Rozwigzywanie réwnan i nieréwnosci
metoda graficzng

Metoda ta polega na narysowaniu w jednym uktadzie wspétrzednych wykreséw
funkcji, ktore znajduja sie po lewej oraz po prawej stronie réwnania lub nieréwno-
Sci, a nastepnie odczytanie z rysunku odpowiednich zaleznosci. Dla réwnania od-
czytujemy odciete punktow wspdlnych wykreséw, zas dla nieréwnosci odczytu-
jemy przedzialy, w ktérych jeden wykres lezy nad drugim. Zauwazmy, ze metoda
ta czesto daje niedokladne wyniki, w zwiazku z czym rzadko jest uzywana.

Przyklad 3.11 a) RozwigZzemy réwnanie
|z + 1| +2x| =3.
Narysujemy w tym celu w jednym ukladzie wspdlrzednych wykresy funkcyi
fi(x) = |z + 1]+ 2|x| oraz fa(z) = 3.

Aby naszkicowaé wykres funkcji fi musimy rozwazycé przypadki. Jakie to bedg
przypadki odczytamy z rysunku. W ukladzie wspolrzednych naszkicujemy wykresy
obu wyrazeri podmodulowych (Rys. 3.1). Z rysunku tego widaé natychmiast, ze
do rozwazenia sq trzy przypadki: x € (—oo;—1), x € (—1;0), = € (0;00) (pi-
onowe przerywane linie poprowadzone przez miejsca zerowe wyrazen podmod-
ulowych dzielg 0§ Ox na przypadki). Widad takze jaki znak przyjmuje wyraze-
nia podmodulowe w kazdym z wyrdznionych przedzialdw, np. w przedziale (—1;0)
wyrazenie x + 1 jest dodatnie, bo wykres lezy nad osig Ox, za$ wyrazenie x jest
uwjemne, bo wykres lezy pod osig Ox. Wiadomo wiec czemu réwne s¢ moduly w
kazdym z wyrdznionych przedzialdw, np. w przedziale (—1;0) mamy |z + 1] =
x+1i|z| = —x. Zapiszemy wiec trzy przypadki

1) z € (—o0; —1) wéwezas f1(x) = —(x+1)+2(—2z) = -3z — 1.

2) x € (—1;0) wowezas fr(x) =x+14+2(—z) = —x + 1.

3) x € (0;00) wowczas fr(x) =x+1+2x =3z + 1.

Ostatecznie

—3r—1 dlax e (—o0;—1)
fi(x)=< —z+1 dlaze(-1;0)
3x+1  dlax € (0;00)
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A
! y y=x+1
/ B
-1 0 1 x
Rys. 3.1

Szkicujemy wykresy funkcji fi oraz fo

y=fx

\J

Rys. 3.2

Otrzymujemy w ten sposob dwuelementowe rozwigzanie {—%, % .
b) Rozwigzemy nierdwnosé

(z+1)° <z+1.
W jednym ukladzie wspdlrzednych szkicujemy wykresy funkcji

fi(z)=(x+ 1)2 oraz fo (x) =x + 1.
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y=x+1

Rys. 3.3

Wykres funkcji fo lezy nad wykresem funkcji f1 dla argumentow z przedzialu
(=1;0) i ten wladnie zbidr jest rozwigzaniem danej nieréwnosci.

3.2 Rownania liniowe

Definicja 3.12 Rownanie postaci ax+b = 0, gdzie a,b sq¢ dowolnymi wspolczyn-
nikami rzeczywistymi, za$ x jest szukang niewiadomq, nazywamy rownaniem
liniowym z jedng niewiadomgq.

a’

Roéwnanie liniowe ax + b = 0 posiada dokladnie jeden pierwiastek xy =
gdy a # 0. Jesli a = 0i b = 0, to rOwnanie przyjmuje posta¢ 0 = 0, czyli
kazda liczba rzeczywista spelnia to réwnanie. Nazywamy je woéwczas rownaniem
tozsamosciowym. Jezeli a = 0 i b # 0, to rOwnanie przyjmuje posta¢ b = 0
(podczas, gdy b # 0). Zadna liczba nie spelnia tego réwnania. Jest to réwnanie
sprzeczne.

Przyklad 3.13 a) RozwigZzemy réwnanie
8(3x—5)—5(2x—8) =20+ 4x
24z — 40 — 10z + 40 = 20 4 4x
14z — 42 = 20
10z = 20
T =2.

Rozwigzaniem réwnania jest zbior jednoelementowy {2} .
b) Okreslimy liczbe pierwiastkéw réwnania

mr—2=x+m
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w zalezno$ci od parametru m. Stosujgc metode réownarn réwnowaznych otrzymu-
jemy kolejno
mr —x =m+ 2

(m—-—1)z=m+2. (3.1)

Jest to réwnanie liniowe, moze posiadac zatem jeden pierwiastek lub nieskoncze-
nie wiele pierwiastkow lub moze nie mieé ani jednego pierwiastka.

Jezelim—1 # 0, czyli m # 1, to mozna obie strony réwnania pomnozyé
przez ﬁ 1 wowczas otrzymujemy dokladnie jeden pierwiastek postaci
m+2
m—1"

Jezeli m = 1, to réownanie przyjmuje postac
0=3.

Jest to rownanie sprzeczne.
Zatem dla m # 1 réwnanie ma dokladnie jeden pierwiastek postaci x = m—f?
Dla m = 1 réwnanie nie posiada pierwiastkow.

3.3 Nierownosci liniowe

Definicja 3.14 Niercwnosé, ktorej jedng ze stron stanowi wyrazenie ax + b,
drugq za$ 0, gdzie a i b sq dowolnymi liczbami rzeczywistymi, zas x jest szukang
niewiadomaq, nazywamy nierownosciq liniowg.

Jezeli a = 0, to nier6wnosé jest tozsamosciowa, np. 3 > 0, —5 < 0 lub
sprzeczna, np. 3 < 0, =5 > 0.

Jezeli a # 0, to rozwigzaniem tej nieréwnosci jest jeden z przedzialéw:

1) (—oo0; —Q) lub (—g;oo), gdy nieréwnosé jest ostra (<, >),

a

2) (—oo; —§> lub <—g;oo), gdy nieréwno$é jest nieostra (<, >).

Przyklad 3.15 a) Znajdziemy rozwigzanie nastepujacej nieréwnosci

2+1<5—495
—ox 4 =
4 3

+x
Mnozymy obie strony przez 12
—24x 4+ 3 <20 — 162 + 12z
—24x +3 <20 —4x

1

- 17
x> ——.
20
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Rozwigzaniem nieréwnosct jest zatem przedzial (_g. oo),

207
b) Rozwigzemy nieréwnosé

1 T
——>2>—-—4 6
x 5 5 x +
T 1
——+4x>6+ -
Togtar=04g
13 2
,x>7|,
2 2 9
>13
-’I/‘/iu
9

Rozwigzaniem nieréwnosct jest wiec przedzial <19—3; oo).

3.4 Modul w ré6wnaniach i nieré6wnosciach
liniowych
Przyklad 3.16 a) Rozwigzemy réwnanie
|z +2|+ |z — 1| = 3.

Szkicujemy wykresy wyrazen podmodutowych

/—2 0 1 xr

Rys. 3.4

Rozwazymy wiec trzy przypadki
1) x € (—o0; —2). Wtedy réwnanie ma postac

—r—2—x+1=3

—2r =4

o7
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x=-2¢ (—o0;—2).
Oznacza to, ze w przedziale (—oo; —2) réwnanie nie ma pierwiastkéw.
2) x € (—2;1). Wtedy réwnanie ma postad

r+2—xrx+1=3

3=3.

Jest to réwnanie tozsamosciowe, tzn. kazda liczba x € (—2;1) jest pierwiastkiem
rOWnNania.
3) x € (1;00). Wtedy réwnanie ma postaé

r+24+x—-—1=3
20 =2
z=1€ (1;00).

Oznacza to, ze w przedziale (1;00) réwnanie ma jeden pierwiastek x = 1.
Ostatecznie rozwigzaniem réwnania jest przedzial (—2;1).
b) Rozwigzemy nieréwno$é modulowq

1—z|—[2c+1] >z +2.

Szkicujemy wykresy wyrazen podmodultowych

Rys. 3.5

Rozwazymy wiec trzy przypadki
1)xe (*oo; f%) Wtedy nieréuwnosé ma postaé

l—z+2x+122+2

22> 2.
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Jest to nierownosé toisamosciowa, wiec rozwigzaniem w tym przypadku jest
przedzial (—oo; —%)
2)x € <—%; 1). Wtedy nierownosé ma postaé

l—zx—-2c—-1>2x+2
—4x > 2
< ——.
TSTY

Biorgc cze$é wspdlng tego rozwigzania z przedziatem <—%; 1) , otrzymujemy rozwig-
zanie w tym przypadku: {—% .
3) x € (1;00). Wiedy nierdwno$é ma postad

—1l+z—-2x—-1>2x+2
—2r >4
r < —2.

Czes¢ wspdlna tego rozwigzania z przedzialem (1; 00) jest pusta wiec w tym przy-
padku rozwigzanie jest puste.
Ostatecznie sumujgc rozwigzania wszystkich przypadkow dostajemy rozwigza-

nie danej nieréwnosci: x € (—oo; —%>

Jezeli nieréwnos¢ zawiera tylko jedna wartoé¢ bezwzgledna, to mozna nieco
prosciej rozwiazywac takie nieréwnosci wykorzystujac wlasnosci modutu (para-

graf.
Przyklad 3.17 a) Rozwigzemy nierdwnodé
|1 —2x| —3<0.
Nierownosé ta jest rownowazina nieréwnosci
|1 — 22| < 3,
a ta na mocy wlasnosci[8 z[1.7) jest réwnowazna nieréwnosci podwdjnej
—-3<1-2x<3.
Dodajgc stronami —1 a nastepnie mnozgc stronami przez —% dostajemy
—-l<z <2

Rozwigzaniem nieréwnosci jest przedzial (—1;2).
b) Rozwigzemy nieréwnosé

lz+2|+2—3>0.
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Nierownosé ta jest rownowaina nieréwnosci
|z 4+2[ >3 -,
a ta na mocy wlasnodcilg z[1.4) jest réwnowazna alternatywie
x+223—-z V z+2<x-3.

Stgd mamy

2z > 0< -5

V
V z€d.

N = =

T >

Sumujgc te rozwigzania dostajemy rozwigzanie nieréwnosci danej: T € <%, oo).

3.5 Uktady dwéch réwnan
z dwiema niewiadomymi

Definicja 3.18 Rownaniem liniowym o dwdch zmiennych nazywamy rownanie
postaci
Ax+ By =C, (3.2)

gdzie A?> + B% > 0.

Twierdzenie 3.19 Zbiorem punktow, ktorych wspdlrzedne spelniajg rownanie
(wykresem réwnania) jest linia prosta.

Wiadomo wiegc co to jest ukltad dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomy-
mi. Jest to uktad postaci

Ax+By =C
Axz+By =C 7

gdzie A2+ B?>0i A”? + B”? > 0.

Wykresem kazdego z powyzszych réwnan jest prosta. Zatem mamy na plasz-
czyznie dwie proste, ktore moga by¢ rownolegle i rozne — wtedy uklad jest
sprzeczny, albo moga sie pokrywaé — wtedy uklad nazywamy nieoznaczonym i
jego rozwiazanie zawiera nieskonczenie wiele punktéw (wszystkie punkty prostej
bedacej wykresem obu réwnan), albo proste te moga sie przecinaé¢ w jednym
punkcie — wtedy uktad ten nazywamy oznaczonym i rozwiazanie jest zbiorem
jednoelementowym.

Przyklad 3.20 a) Rozwazmy uklad réwnan

22 — 3y =7
—4dx+6y =-14
Aby narysowaé wykresy przeksztalcamy réwnania. Z pierwszego mamy
2 7
=—-x—-.
Y7373

Z drugiego dostajemy dokladnie to samo. Zatem mamy nastepujgocy rysunek
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A
y
1 y=3%-3
0 1 X -
Rys. 3.6

Uklad jest nieoznaczony i rozwigzaniem naszego ukladu jest zbior wszystkich
‘ : : 2 7
par liczb rzeczywistych postaci (:v, 5T — g).
b) Rozwazmy ukiad réwnar

r+2y =-3
3r—y =5

Przeksztatcamy réwnania wchodzgce w sklad ukladu

y =303
y =3r—5

Szkicujemy wykresy tych dwdch réwnari (Rys. 8.7). Z rysunku widal, Ze rozwigza-
niem jest dokladnie jeden punkt (1,—2). Inaczej rozwigzaniem jest

r=1
y=-2

y=3x-5

Rys. 3.7
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Metode podstawiania w rozwiazywaniu uktadu réwnan przedstawimy na przy-
ktadzie

Przyktad 3.21 Rozwigzemy uklad réwnan

—2x+4+3y =0
3x — 2y =5

Z pierwszego rownania wyznaczamy x i otrzymujemy uklad

x:%y
3r—2y =5

rownowazny wyjsciowemu. Podstawiamy obliczone x do drugiego réwnania

x:%y
3:-3y—2y =5

Z drugiego rownania mamy teraz

5
Sy=5
5Y ;
czyli
y =2,
a wtedy z pierwszego
3
=—--2=3.
T3

Ostatecznie rozwigzaniem ukladu réwnan jest

z=3
y=2
Podobnie, metode przeciwnych wspoétczynnikéw przedstawimy tylko na przy-
ktadzie.

Przyktad 3.22 Rozwigzemy uklad réwnan

20 —3y =7 |-5
Se+Ty =-13 |-(-2)
10z — 15y =35
—10x — 14y =26
Dodajemy teraz réwnania stronami. To daje nam
—29y = 61,
czyli
61
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Uktad wyjsciowy jest réwnowazny uktadows

y=—5

2c —3y =7~

przy czym na drugim miejscu w tym ukladzie rownie dobrze mogloby byé drugie z
réwnan wyjsciowych. Podstawiajgc obliczone y do drugiego réwnania dostajemy

7 _ 183 _ 20
{ 2r = 29 — 29
_ _ 61 ’
Y 29
czyli ostatecznie
{ ) %
— _61
Yy=—2

Dysponujemy jeszcze jedna metoda rozwiazywania ukladéw réwnan linio-
wych. Jest to metoda wyznacznikowa. Dla uktadu

Ax+ B =C
{ A’az—|—By'y =’ (3.3)

obliczamy nastepujace wyrazenia zwane wyznacznikami

A B

W=| ' g |=AB-AB
lc B .
We=|c p|=CB-CB,
W, = j g = AC' - A'C.

Zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 3.23 Jezeli W # 0, to uklad jest oznaczony i jego rozwiqza-
nie wyraza sie wzorami Cramera:

Wy

=

{22
y=w

Jezeli W = 0 1 przynajmniej jedno z wyrazen Wy lub Wy, jest rézne od zera, to

uktad jest sprzeczny. JezeliW =01 W, = 01 W, = 0, to uklad jest nieoznaczony

1 jego rozwigzaniem jest zbior wszystkich punktow lezgcych na prostej opisanym
ktorymkolwiek z rownan uktadu .

Przyklad 3.24 a) Rozwigzemy uklad réwnan

r—3y =7
20— Ty =-3
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Obliczamy wyznaczniki

1 -3

w=|, ‘:1(—7)_2-(_3):-L
7 =3

L A B R R
1 7

W, = 2_A:17_2g$:m,

Poniewaz W # 0, wiec uklad ma dokladnie jedno rozwigzanie

-

b) Rozwazmy ukiad réwnar

mir+y =1
xr+y =m

— 1518 =58
_ 13 _
=13 - _j3

SRS

Odpowiemy na pytanie, jok zalezy ilo$é rozwigzan ukladu od parametru m.
Obliczamy wyznaczniki

o m 1 _ 2
W = 1 1‘ m-—1,
Ww: ! 1’:1_77%

m 1
m2 1 3
Wy, = 1 m =m> -1

Wyznacznik W jest rézny od zera dla m # 1 i m # —1. Wtedy ukliad ma
dokladnie jedno rozwigzanie

— 1-m __ 1
T = m2—1 T m+1
_ m3—1 _ m2+m+1
Y= m2—1 m+1
Jezelim =1, to W, =01 W, = 0, czyli uklad jest nieoznaczony i jego rozwiqza-
niami sq wszystkie punkty prostej o rownaniv x+y =1, cayli y = —x+ 1. Jezels
m = —1, to W, = 2 # 0, wiec w tym przypadku uklad jest sprzeczny, czyli

rozwigzanie jest zbiorem pustym.

3.6 Roéwnania kwadratowe
Definicja 3.25 Rcéwnanie postaci
ar’ +br+c=0,

gdzie x jest szukang niewiadomaq, za$ a,b,c dowolnymai liczbami rzeczywistymsi 4
a # 0 nazywamy réwnaniem kwadratowym.
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7 znamy juz warunki istnienia pierwiastkéw takiego réwnania oraz
wzory na pierwiastki.

Przyklad 3.26 a) RozwigZzemy réwnanie
422 =5 +2=0.
Obliczamy wyrdznik trojmianu stojgcego po lewej stronie réwnania: A = 25 —
32 = —7 < 0. Zatem réwnanie nie posiada pierwiastkéw.
b) Rozwigzemy rédwnanie

22+ 3z —-4=0.

Wyréznik lewej strony wynosi A = 9—4-(—4) = 4416 = 25 > 0. Zatem istniejg
dwa pierwiastki rownania:

-3-5 -3+5
g g —4 \/ = = 1.
T T
Rozwigzaniem réwnania jest zbior {—4,1}.
¢) Rozwigzemy rédwnanie
224 4 42? — 16 = 0. (3.4)

Nalezy tutaj dokonaé podstawienia t = x?. Zakladamy przy tym, Ze t > 0.
Wowczas rownanie przyjmuje postac

2% + 4t — 16 = 0.

Obie strony mnozymy przez %

t24+2t—8=0. (3.5)

Obliczamy wyréinik A =4 —4-(—8) =4+ 32 = 36, VA = 6. Istniejg wiec dwa
pierwiastki réwnania :

—2+6
= = +:

-4 Vv t=
2 2

2.

Zalozenie t > 0 spelnia tylko pierwiastek t = 2. Wracajgc do podstawienia,

otrzymujemy 2 = 22, a sted x = /2 lub x = —/2. Zatem rozwigzaniem réwna-
nia jest zbior {\[, —\/5}

3.7 Nieréwnosci kwadratowe
Definicja 3.27 Nierdwnoscig kwadratowg nazywamy nieréwno$é postaci ax® +

br+c <0 lub ax? +bx +c < 0 lub ax? + bx + ¢ > 0 lub ax® + bx + ¢ > 0, gdzie
a,b,c € R, a#0 iz jest niewiadomg.
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Rozwigzywanie nieréwnosci np. postaci az? + bx + ¢ > 0:

1) Rozwiazujemy réwnanie ax? + bx + ¢ = 0.

2) Szkicujemy wykres funkcji danej wzorem y = az? + bz + ¢, wykorzystujac
znalezione wezesniej pierwiastki tréjmianu (o ile istnieja).

3) Sprawdzamy, ktora czeéé wykresu lezy ponad osia lub na osi Ozx.

Moga zajs$¢ nastepujace przypadki:

e nieréwno$¢ ma rozwiazanie bedace zbiorem pustym

A<0ia<0

Rys. 3.8

e nieréwnos¢ ma rozwiazanie jednoelementowe

A=01ia<0

Rys. 3.9

e rozwiazaniem jest zbiér postaci (x1;za)
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A>01a<0

N .

Rys. 3.10

e rozwiazaniem jest zbiér postaci (—oo; 1) U (225 00)

A>01ia>0

Rys. 3.11

e rozwiazaniem nieréwnosci jest zbiér liczb rzeczywistych

67
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A=01ia>0 A<0ia>0

lub

Rys. 3.12

Podobnie mozna opisaé¢ rozwiazania pozostalych nieréwnosci kwadratowych.
Przyktad 3.28 Rozwigzemy nierdwnosé
(Bz—17%>4(2—-2)
922 — 67 + 1 > 16 — 162 + 42°
522 4+ 10z — 15 > 0 |é

2 +2x—-3>0.

Rozwigzujemy réwnanie 2% +2x—3 = 0. Pierwiastkami tego réwnania sq¢ v = —3
Iub x = 1. Wykres funkcji y = 22 + 2o — 3 ma postaé

Rys. 3.13

Z wykresu odczytujemy rozwigzanie x € (—oo; —3) U (1;00).
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3.8 Roéwnania i nier6wnosci z parametrem.

Przyktad 3.29 a) Narysujemy wykres funkcjiy = f (m) gdzie f(m) jest liczbg
prerwiastkow rownania

mz? — (m+2)z+2=0.
Zauwazimy, zZe dla m = 0 dane rownanie jest réwnaniem lintowym postaci
—2x+2=0.

Poniewaz wspolczynnik przy x jest niezerowy, wiec réwnanie to ma jeden pier-
wiastek.

Dla m # 0 otrzymujemy réwnanie kwadratowe, w ktorym ilosé pierwiastkow
zalezy od znaku wyréznika tréjmianu stojgcego po lewej stronie réwnania. Oblicz-
my wyréznik A = (m—|—2)2 —8m = (m— 2)2. Widaé wiec natychmiast, zZe
wyroznik nie moze byé ujemny, czyli funkcja f nie przyjmuje wartosci 0. Dalej
mamy A = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy m = 2, czyli dla m = 2 funkcja f
przyjmugje warto$¢ 1. Wreszcie A > 0 wtedy i tylko wtedy, gdy (m — 2)2 > 0,
czyli gdy m € (—o0;2) U (2;00). Uwzgledniajgce zastrzezenie m # 0 mamy, ze
funkcja | przyjmuje warto$é 2 dla m € (—o0;0) U (0;2) U (2; 00). Ostatecznie

_J 1 dlame{0,2}
f(m)_{ 2 dlam € (—o00;0) U (0;2) U (2;00)

1 wykres jest nastepujacy

A
y
2
16 °
0 1 2 xr

Rys. 3.14
b) Sprawdzimy dla jakich wartosci parametru m réwnanie
(m+1)2® —dmaz+m+1=0 (3.6)

ma dwa rozne pierwiastki dodatnie. Poniewaz rownanie lintowe nie moze miec
dwaoch roznych pierwiastkéw, wiec musimy zastrzec, ze m—+1 # 0, czylim # —1.
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Aby rownanie kwadratowe mialo dwa rézine pierwiastki, zZgdamy, by wyrézinik
trogmianu stojgcego po lewej stronie byt dodatni, czyli

(4m)®> —4(m+1)>>0

1
12m?—8m—4>0\-Z

3m?2 —2m—1>0.

Pierwiastkami trégmianu z lewej strony powyzszej nieréwnosci sg m = —% lub
m = 1 i rozwigzaniem tej nierdwnosci jest: m € (—oo; —%) U(1;00). Jezeli przez
x1,%2 oznaczymy pierwiastki rownania @, to na to, aby pierwiastki te byly
rownoczesnie dodatnie, musimy zazgdaé, aby

T1-22>0 A x1+ 29 >0.

Wykorzystujge wzory Viete’a (M) i mamy x1 - o = 2H =1 oraz

m+1
1+ 22 = ﬁ—Tl. Stad x1 - xo jest dodatnie dla kaidego m i do rozwigzania
pozostaje nierownosé
4m 2
>0 1
m-+1 [+ (m+1)
dm(m+1) >0

m € (—oo; —1) U (0;00) .

Uwzgledniajgc wszystkie warunki otrzymugjemy odpowiedz: Réwnanie (m + 1) x%—
dmax +m + 1 = 0 posiada dwa rézne pierwiastki dodatnie dla m € (—oo; —1) U
(1;00).

¢) Sprawdzimy dla jakich wartoéci parametru m nieréwno$é

(m—4)z>+2m—-3)z+m—-4>0

jest spetniona dla wszystkich x rzeczywistych.
Jesli m = 4, to nieréwnos¢ jest liniowa i@ ma postaé

5z > 0,

wiec nie jest speiniona dla wszystkich x rzeczywistych.

Zatozmy wiee, Ze m # 4. Wtedy mamy do czynienia z nieréwnosciq kwadra-
towq, ktora bedzie spelniona przez wszystkie liczby rzeczywiste wtedy i tylko
wtedy, gdy wspétczynnik przy x? bedzie dodatni i wyréinik bedzie wjemny. Mamy
wiec warunki

m—-4>0 A (2m—3)>—4(m—4)><0.

Z pierwszego warunku mamy
m >4, (3.7

za$ drugi jest rownowaziny nierownosci

20m — 55 < 0,
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skqd
11

Cze$¢ wspdlna przedzialow opisanych nieréwno$ciams 1 @ jest pusta.
Zatem dla Zadnego m dana nieréwnosé nie jest toZsamosciowa.

3.9 Rownania wielomianowe

Definicja 3.30 Rownaniem wielomianowym stopnia n nazywamy rownanie pos-
taci
—1
anx™ + ap_12" "+ ... +ax+ag =0,

gdzie a, # 0.

Pierwiastkiem takiego réwnania jest oczywiscie kazdy pierwiastek wielo-
mianu stojacego po lewej stronie.
Przedstawimy pewne sposoby rozwiazywania niektérych réwnan wyzszych
stopni.
3.9.1 Pomocnicza niewiadoma
Przyktad 3.31 Rozwigzemy rownanie
2® — 402" + 144 = 0.

4

Wprowadzamy pomocniczg niewiadomg t = x* > 0. Otrzymujemy rownanie

kwadratowe z niewiadomq t
t? — 40t + 144 = 0.

Wyréznik wynosi A = 1600 — 576 = 1024, czyli VA = 32 i stqd
t=4 V t=236.

Wobec tego
=4 v =36

(2 =2) (2*+2) =0 v (2 —6) (2> +6) =0
1 w konsekwencyji

x:\/i\/ x:—\/i\/ x:\/é\/ x:—\/é.

Rozwigzaniem rownania jest zbior {,\/67 f\@, \@, \/6}



ROZDZIAE 3. ROWNANIA I NIEROWNOSCI 72

3.9.2 Rozklad na czynniki
Przyklad 3.32 a) Rozwigzemy réwnanie
22% — 322 + 32 -2 =0. (3.9)

Widoczne sq po lewej stronie pewne proporcje pomiedzy wspélczynnikamsi wielo-
mianu. Rozktadamy go wiec na czynniki grupujgc wyrazy

2(2*-1)-3(2*-2)=0
2(z—1) (2 +z+1)—32(z—1)=0
(z—1)[2(2*+a+1)—32z] =0
(x—l)(2x279:+2):0
r=1V 222 —2+2=0.

Zavwazimy, ze wyréznik trojmianu z drugiego réwnania jest ujemny. Zatem drugie
réwnanie nie ma pierwiastkow. W konsekwencji jedynym pierwiastkiem rowna-

nia @)jestw =1.

b) Rozwigzemy réwnanie
ot + 32 — 142 — 122 + 40 = 0.

Poniewaz nie wida¢ mozliwo$ci rozlozenia na czynniki lewej strony za pomocg
grupowania wyrazéw, wigc sprobujemy skorzystaé z Wniosku [2.37. Zgodnie z
tym wnioskiem jedynymi pierwiastkami wymiernymi tego rownania mogq byé
dzielniki wyrazu wolnego, czyli liczby ze zbioru

pao = {1, +2, +4, +5,+8,+10, +20, +40} .
Jezeli wielomian stojgcy po lewej stronie oznaczymy przez W, to mamy

W(l)=1+3—14—12+40 =18 #0,
W(-1)=1-3—14+12+40 =36 #£0,
W (2) =16+ 24 — 56 — 24 + 40 = 0.

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W, wiec wielomian ten jest podzielny
przez dwumian x — 2. Wykonujgc dzielenie dostajemy

z? +32% — 142® — 122 + 40 = (z — 2) (2® + 52° — 4z — 20) .

Rozlozymy teraz wielomian 1% () = 2% + 522 — 42 — 20 grupujgc wyrazy:

W (z) z® + 52 — 4o — 20 = (2° — 4x) + (52° — 20)
= 2(2®—4)+5(2* —4) = (2 —4) (z +5)

= (z—=2)(z+2)(z+5).
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Ostatecznie nasze réwnanie zapisuje sie w postaci
(z—2)%(z+2) (z+5) =0,

skqd
r—2=0V x4+2=0V z+5=0,

czyli réwnowaznie
r=2V xz=-2V x=-5.

Rozwigzaniem réwnania jest zbior {—5,—2,2}.

3.10 Nierownosci wielomianowe

Definicja 3.33 Niercwnoscig wielomianowq nazywamy nieréwnosc jednej z pos-
taci
Wi(x) >0, W(z)<0, W(z) >0, W(x) <0,

gdzie W jest wielomianem.

Aby rozwiaza¢ nieréwno$¢ wielomianowg nalezy roztozyc¢ jej lewsa strone na
czynniki liniowe lub czynniki kwadratowe o ujemnym wyrézniku.

Przedstawimy pewne sposoby rozwiazywania niektérych nieréwnosci wyz-
szych stopni.

3.10.1 Metoda siatki znakéow

Metoda ta polega na wpisaniu do tabeli wszystkich pierwiastkéw wielomianu
oraz przedzialéw, na jakie podzielily o$ liczbowa te pierwiastki. W odpowiednich
rubrykach tabeli zapisujemy znaki poszczegdlnych czynnikow w rozpatrywanych
przedziatach.

Przyktad 3.34 Rozwigzemy nieréwnosé
(z=2)(z—1)(z+2)(x+1)<0

metodg siatki znakow. Rysujemy tabele i uzupelniamy jg nastepujgco: w pier-
wszej kolummnie poczqwszy od drugiej pozycji wpisujemy czynniki wielomianu:
x+2, x+1, z—1, x—2, a na ostatniej pozycji w tej kolumnie piszemy W (). W
pierwszym wierszu poczqwszy od drugiej pozycji wpisujemy przedzialy na jakie
zostata podzielona o8 liczbowa przez pierwiastki wielomianu W oraz te pier-
wiastki. Wpisujemy odpowiednie znaki poszczegolnych czynnikéw w odpowiednich
przedziatach. W ostatnim wierszu zapisujemy znak wielomianu W w odpowied-
nich przedziatach, mnozqc przez siebie znaki stojgce powyzej. Z ostatnieqo wier-
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sza odczytujemy rozwigzanie nierowno$ci w zalezno$ci od zwrotu tej nieréwnosci.

x (—o0;=2) | =2 | (=2;=1) | =1 | (=L;1) | 1 | (;2) | 2 | (2;00)
T+ 2 — 0 + + + + + + +
z+1 — — — 0 + [+ + [+ =
r—1 — — — — — 0 + + +
x—2 — — — — — — — 0 +
W (x) + 0 — 0 + 0 — 0 +

Drugi wiersz: x+2 jest ujemne dla x < —2, rowne zeru dla x = —2 1 wieksze

od zera dla wszystkich pozostalych wartosci; trzeci wiersz: x + 1 jest ujemne dla
x < —1, rowne zeru dla x = —1 i wieksze od zera dla wszystkich pozostalych

wartosci; itd.

7 ostatniego wiersza odczytujemy wszystkie przedzialy oznaczone znakiem
(—), gdyz do rozwigzania jest nieréuwno$é W (x) < 0. Rozwigzaniem nierdwnosci
jest zbior (—2; —1) U (1;2).

3.10.2 Metoda graficzna

Polega na naszkicowaniu przyblizonego wykresu wielomianu i odczytaniu z niego
odpowiednich przedzialéw. Aby naszkicowaé¢ wykres, rozktadamy wielomian W
na czynniki liniowe i kwadratowe o ujemnym wyrézniku. Poniewaz tréjmiany o
ujemnym wyrdzniku maja staty znak, wigc mozemy przez te czynniki nieréwnosé
podzielié¢ stronami. W ten sposéb uzyskujemy nieréwnosé z lewa strona bedaca
iloczynem czynnikéw liniowych.

Teraz wykres lewej strony szkicujemy, postugujac sie nastepujacymi zasadami:

1) Zaznaczamy na osi Ox miejsca zerowe wielomianu W.

2) Zaczynamy rysowaé wykres od prawej strony.

3) Jezeli po wymnozeniu wszystkich czynnikéw wspdlezynnik przy najwyzszej
potedze niewiadomej jest dodatni, to zaczynamy rysowaé¢ wykres od prawej
strony z gory.

4) Jezeli po wymnozeniu wszystkich czynnikéw wspdlezynnik przy najwyzszej
potedze niewiadomej jest ujemny, to zaczynamy rysowal wykres od prawej
strony z dotu.

5) Jezeli liczba xg jest pierwiastkiem wielomianu o krotnosci parzystej, to
wykres nie przecina osi Ox w xg ("odbija sie od osi”).

6) Jezeli liczba z jest pierwiastkiem wielomianu o krotnosci nieparzystej, to
wykres przecina 0§ Ox w xg.
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Rys. 3.15
Przyklad 3.35 a) RozwigZzemy nieréwnosé
(z+1D)(x—2)2z—-1)>0

metodqg graficzng.

Rysujemy wykres funkcji W (x) = (x + 1) (x — 2) (22 — 1) (Rys. 3.15). Ryso-
wanie zaczynamy od prawej strony z gory, poniewaz wspolczynnik przy x w naj-
wyzszej potedze jest dodatni. Krotnosci wszystkich trzech pierwiastkow wynoszg
jeden, sq nieparzyste, wiec we wszystkich pierwiastkach wykres przecina 0§ Ox.
Z wykresu odczytujemy rozwigzanie nierownosci x € (—1; %) U (2; 00).

b) Rozwigzemy nieréwnosé

(z+2)%@—2)"@+1)<0

metodq graficzng. Rysujemy wykres lewej strony zaczynajgc od prawej strony
z gory, poniewai wspolczynnik przy najwyiszej potedze x jest dodatni. Przy
rysowaniu trzeba pamietaé, Ze liczba —2 jest pierwiastkiem dwukrotnym lewej
strony, wiec wykres ”odbije sie” w tym punkcie od osi. Oto wykres wielomianu
W (z)=(z+2)°(x—2)°(+1)
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A
y
I 0 1 IR
Rys. 3.16

Funkcja W przyjmuje wartosci niedodatnie dla x € (—1;2)U{—2} i ten 2bidr
jest rozwigzaniem naszej nierownosct.
¢) Rozwigzemy nieréwnosé

-2 —6x<0

metodg graficzng.
Przed rysowaniem wykresu rozkladamy lewq strone nierdwnosci na czynniki
P -2’ —6r=x(2"—2—-6)=x(z—3)(z+2).

Wuykres zaczniemy rysowac od prawej strony z gory, poniewaz wspotczynnik przy
T w najwyzszej potedze jest wiekszy od zera.

Rys. 3.17
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Rozwigzaniem nieréwnosci jest zbior (—oo; —2) U (0; 3).
d) Rozwigzemy nierdwnodé

—2%—a2* 4+ 222 <0

metodqg graficzng.
Rozktadamy lewq strone na czynniks.

—2b — 2t 4 227 = 22 (3744—332 —2).
Wyznaczamy pierwiastki wielomianu z drugiego nawiasu
42t —-2=0.
Podstawiamy t = 22 > 0. Otrzymujemy réwnanie
t?+t—-2=0. (3.10)

Stad
t=-2 V t=1.

Zatem lewa strona réwnania rozklada sie na czynniki w nastepujocy
$posob
rt—2=(t+2)(t—1).
W konsekwenciji
et +a?—2=(22+2) (2" - 1) = (2*+2) (2 - 1) (z +1).
Zatem nasza nierownos$c¢ przyjmie postac
—2* (2 +2) (z—1)(z+1) <0.

Poniewaz wyrazenie x2+2 prazyjmuje wylgcznie wartosci dodatnie, wiec mozemy
nierowno$é¢ podzieli¢ stronami przez to wyrazenie

—z?(x—1)(z+1) <0.

Rys. 3.18
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Wykres (Rys.3.18) zaczniemy rysowaé od prawej strony z dotu, poniewaz wspol-
czynnik przy najwyiszej potedze x jest ujemny
Z wykresu odezytujemy rozwigzanie nieréwnosci: x € (—oo; —1)U{0}U(1; 00).

3.11 Roéwnania wymierne

Definicja 3.36 Rownanie, ktére mozna zapisaé w postaci

W1 (l‘)
W2 (:L')

207

gdzie W1, Wy sq wielomianamsi, przy czym Wo nie jest wielomianem zerowym,
nazywamy rownaniem wymiernym. Dziedzing D réwnania wymiernego jest zbior
tych x, dla ktérych Wa (z) # 0, czyli D = {z € R: Wy () # 0}.

Roéwnania wymierne rozwiazujemy wedtug nastepujacego schematu:

1) Okreslamy dziedzine réwnania.

2) Mnozymy obie strony réwnania przez wyrazenie, ktére pozwoli zlikwi-
dowaé¢ mianownik i sprowadzi réwnanie wymierne do pewnego réwnania wielo-
mianowego W (z) = 0.

3) Rozwiazujemy poznanymi wczesniej metodami réwnanie wielomianowe
W (x) =0.

4) Uwzgledniajac dziedzing réwnania wymiernego i rozwiazanie réwnania
W (z) = 0, znajdujemy rozwiazanie réwnania wymiernego.

Przyklad 3.37 a) Rozwigzemy réwnanie

1 2
r+2 x-—1

Dziedzing réwnania jest D = R\{—2,1}. Mnozymy stronami przez (z + 2) (x — 1)
(x=1)=2(x+2)=(z+2)(x—-1)

22+ 22 +3=0.

Rozwigzujemy otrzymane réwnanie kwadratowe. Poniewaz wyroznik A = 4 —
12 = —8 jest ujemny, wiec réwnanie kwadratowe nie ma pierwiastkow. Stad
dane rownanie wymierne nie ma pierwiastkow. Rozwigzaniem jest zbior pusty.
b) Rozwigzemy réwnanie
3 1 2

3 +8 22—-4 2220 +4°

Okreslamy dziedzine réwnania

234+8#A0 AN 22 =440 A 22 —224+4#£0.
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Rozwigzaniami tych zastrzezen sq odpowiednio
x#E -2 N (x#£-2Nx#2) N zeR.

Stad dziedzing jest zbior D = R\ {—2,2}.
Poniewaz x° + 8 = (z+2) (m2 —2x 4+ 4), wiec wystarczy dane réownanie
wymierne pomnozyé stronami przez wyrazenie (x — 2) (x + 2) (2? — 2z + 4)

3(z—2)— (2 —22+4)=2(z—2) (2 +2)

322 —5x+2=0.

Pierwiastkami tego rownania kwadratowego sq liczby © = % lub x = 1. PoniewaZ
oba lezg w zbiorze D, wiec rozwigzaniem danego réwnania wymierneqo jest zbior

{5:1}-

¢) Rozwigzemy rédwnanie

T

Lie =242
=—|z— )
r—1 2
Dziedzing réwnania jest zbior D = R\ {1}. Ze wzgledu na wystepujgeq w réw-
naniv wartosé bezwzglednq, rozwazamy dwa przypadki:
1) x € (—00;2). Wtedy réwnanie przyjmuje postac

T 1
=—(— 2) +2
3 2(:l:+)+
T T
=——+43.
x—1 2+

Mnozgc stronami przez 2 (x — 1), dostajemy réwnanie
20 =—z(x—1)+6(x—1)

224+ 5z —-6=0.

Pierwiastkami tego réwnania kwadratowego sq liczby x = 2 lub © = 3. Zaden z
tych pierwiastkéw nie lezy w przedziale (—o0;2), wiec w tym przypadku rozwigza-
niem jest zbior pusty.
2) x € (2;00). Wtedy rozwazane réwnanie ma postaé
T 1

S (r—2)+2.
i Ak

Po pomnozeniu stronami przez 2 (x — 1) 1 wykonaniu przeksztalceri mamy
22 —z—-2=0.

Prierwiastkami tego réownania sq liczby © =1 lub x = 2. Tylko drugi pierwiastek
nalezy do przedzialu (2;00), wiec rozwigzaniem w tym przypadku jest zbior jed-
noelementowy {2}.

Reasumujgc, rozwigzaniem danego réwnania wymiernego jest zbior {2}.
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3.11.1 Roéwnania wymierne z parametrem
Przyktad 3.38 Znajdziemy rozwigzanie réwnania

x—1

T+ a

w zaleznodci od parametru a. Dziedzing réwnania jest zbior D = R\ {—a}.
Mnozymy obie strony réwnania przez (xz + a)

—2x =3a+ 1.

Z tego réownania
—3a—1
r=—".
2

Uwzgledniamy dziedzine

—3a—1 2

— # —a.

2

Sted a # —1. Zatem dla a # —1 rozwigzaniem réwnania jest zbior jednoelemen-
touy {2341}
Pozostaje sprawdzié¢ co sie dzieje, gdy a = —1. W tym celu podstawmy to a
do réwnania wyjsciowego .
T —

)

r—1
czyli
1=3.

Jest to rownanie sprzeczne.

3.12 Nier6éwnosci wymierne
Definicja 3.39 Niercwnoscig wymierng nazywamy nieréwno$é postaci

Wi (x) Wi (z) Wi (z) Wi (z)
Ws (2) <0 lub Wy (2) <0 lub Ws (2) >0 lub Wy (2)

>0,

gdzie W1, Wy sq wielomianamsi, przy czym Ws nie jest wielomianem zerowym.
Dziedzing nieréwnosci wymiernej ktorejkolwiek z powyzszych postaci jest zbidr
D ={zeR:Wy(x)#0}.

Nier6ownosé wymierng rozwiazujemy doprowadzajac ja do postaci wielomi-
anowej. Mianowicie, przy zalozeniach dotyczacych dziedziny nieréwnosci, praw-
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dziwe sa nastepujace réwnowaznosci

>0 << Wi(z)- -Wa(z) >0,

<0 = Wi(z) Wa(z) <0,

<0 <= Wi(z) -Wa(z)<O.

Rozwiazywanie nieréwnosci wymiernych zilustrujemy przykladami.

Przyklad 3.40 a) Rozwigzemy nierdwnodd

3r—2
z—3

> 0.

Drziedzing jest zbiér D =R\ {3}. Nierdwno$é ta jest réwnowazna koniunkcji
Bx—2)(z—-3)>0 A z#3.

Rozwigzaniem powyzszej nieréwnosci kwadratowej jest zbior (—oo; %) U (3; 00).
Poniewaz 3 nie jest elementem tego zbioru, wiec rozwigzaniem danej nierownosci
wymiernej jest ten sam zbior.

b) Rozwigzemy nierdwnosé

Tx —4
T+ 2

> 1.

Dziedzing nierdwnodci jest zbior D = R\ {—=2}. Odejmujgc od obu stron 1 i
sprowadzajgc lewq strone do wspdlnego mianownika dostajemy

6x — 6
> 0.
T+ 2

Przy zaloZeniu x # —2 nierdwnosé ta jest rownowaina nieréwnosci
6(x—1)(z+2)>0.

Rozwigzaniem tej nierdwnosci kwadratowej jest zbidr (—oo; —2)U(1; 00). Uwzgled-
niajgc jednak warunek x # —2, otrzymujemy rozwigzanie danej nierownosci
wymiernej

x € (—00;—2) U (1;00).

¢) Rozwigzemy nierdwnosé

T —2 2 8 -
r—3 x—1 a22—-4x+3

0. (3.11)



ROZDZIAE 3. ROWNANIA I NIEROWNOSCI 82

Rozktadamy tréjmian kwadratowy x? — 4x + 3 na czynniki
v —dr+3=(r—1)(xz—3).

Stqd nasza nierdwno$é przyjmuje postac

x—2 2 8 <0
x—3 -1 (z—-1)(x—3)
1 po sprowadzeniu do wspolnego mianownika mamy
—2)(x—1)—2(x—3)—
(-2@-1D-20-3-8
(x—=1)(z—-3)
2% + 3x <0
(z—=1)(x—3)
Dziedzing naszej nieréwnosci jest zbior D = R\ {1,3}. Dla © € D nasza

nierownosé wymierna jest wiec TOWNOWAING nierdwnosci
z(x+3)(z—1)(x—3)<0.

Szkicujemy wykres wielomianu stojgcego po lewej stronie

Rys. 3.19
Z wykresu odczytujemy rozwigzanie nierownosci wielomianowej
xz € (=3;0)U(1;3).

Uwzgledniajoc dziedzine, ktora w tym przypadku nie ma wplywu na rozwigzanie,
mamy, ze rozwigzaniem nierdwnosci jest zbior (—3;0) U (1;3).
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3.13 Rownania trygonometryczne

Definicja 3.41 Rownanie, w ktérym niewiadoma wystepuje wylgcznie jako ar-
gument funkcji trygonometrycznej, nazywamy réownaniem trygonometrycznym.

Ogdlnej metody rozwiazywania takich réwnan nie ma. Sa jednak pewne typy
rownan, dla ktérych mozna podaé metode rozwiazywania.

Typ podstawowy: sa to rownania postaci sinx = a, cosz = a, tgx = a oraz
ctgx = a. W celu rozwiazania takiego réwnania wystarczy wyznaczy¢ pewng
warto$¢ argumentu x = x( spelniajaca dane réwnanie i korzystajac z wykresu
odpowiedniej funkcji trygonometrycznej, uwzgledniajac okresowosé tej funkeji,
mozna odczytaé wszystkie rozwigzania réwnania podstawowego typu.

Rozpatrzmy poszczegdlne przypadki:

Lsinz =a,z € Rila| <1 (oczywiscie dla |a| > 1 réwnanie jest sprzeczne, co
wynika z ograniczonodci funkeji sinus). Wyznaczamy xg € <—§; §> speliajace
to réwnanie. W tym celu albo postugujemy si¢ tablicami, albo wybieramy jedna z
liczb ze zbioru {0, 5,5, %, :l:%}, dla ktorych wartosci sinusa sa nam znane.
Szkicujemy wykresy funkcji danych wzorami y = sinz oraz y = a.

A
y
y=a 1
! -
=21 - 0x, T 21
Rys. 3.20

Z rysunku tego odczytujemy, ze pierwiastkami réwnania sinx = a sa wszys-
tkie liczby postaci

x =x0+2km lub x = 7 — zo + 2k, (3.12)

gdzie k € Z.

W szczegblnych przypadkach dostajemy:

1) Dla @ = 0 w réwnaniu sinz = 0 z dwéch powyzej opisanych serii pier-
wiastkow powstaje jedna x = km, k € Z.

2) Dla @ = 1 w réwnaniu sinz = 1 obie opisane powyzej serie rozwiazan
pokrywaja si¢ i otrzymujemy rozwiazanie x = § + 2km, k € Z.

3) Dla @ = —1 w réwnaniu sinz = —1 podobnie jak wyzej otrzymujemy
rozwiazanie v = — 35 + 2km, k € Z.
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V]
\/

Rys. 3.21

Il. cosz = a, z € R1i|a] < 1. W przedziale (0; 7) znajdujemy xo spelniajace
rownanie cos x = a. Nastepnie szkicujemy wykresy funkcji y = cosx oraz y = a
(Rys. 3.21) i odczytujemy pozostale pierwiastki z tego rysunku.Pierwiastkami
réwnania cosx = a s wszystkie liczby postaci

x = xg + 2k lub © = —x¢ + 2k, (3.13)

gdzie k € Z.

Podobnie, jak w przypadku sinusa otrzymujemy szczegdlne przypadki:

1) Dla a = 0 pierwiastkami réwnania cosx = 0 sa wszystkie liczby postaci
r=75+km k€L

2) Dla a = 1 pierwiastkami réwnania cosz = 1 sa wszystkie liczby postaci
x =2km, k €Z.

3) Dla a = —1 pierwiastkami réwnania cos x = —1 sg wszystkie liczby postaci
=7+ 2km, k €Z.

II. tgz = a, x # § +mn, m € Z oraz a € R. W przedziale (fg; g)
znajdujemy zy spelniajace nasze rownanie. Szkicujemy wykresy funkcji y = tgx
iy =aizrysunku odczytujemy pozostale pierwiastki rownania tgz = a.

|

Rys. 3.22
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Pierwiastkami rownania tg x = a sa wszystkie liczby postaci
x = x9 + km, (3.14)

gdzie k € Z.

IV. ctgx = a, x # mm, m € Z oraz a € R. W przedziale (0; 7) znajdujemy
xo spelniajace nasze réwnanie. Szkicujemy wykresy funkcji y = ctgz, y =a iz
rysunku odczytujemy pozostale pierwiastki réwnania ctgx = a.

A
| Y | l
"\ n 3n l
| 2 2 X, P R
-1 0 T 2m
| % . y=a
Rys. 3.23

Pierwiastkami réwnania ctgx = a sa wszystkie liczby postaci
x = xo + km, (3.15)
gdzie k € Z.

Uwaga 3.42 Warto zauwazyc, ze jesli przez f oznaczymy ktorgkolwiek z funkcji
trygonometrycznych, to we wszystkich przypadkach sprowadzalismy réwnanie do
postaci f (x) = f (xg), gdzie x bylo niewiadomgq, zas x¢ dang liczbg. Okazuje sie,
ze nawet jesli xg nie jest stalq, a zalezy od x, to i tak wolno nam zastosowaé
otrzymane powyzej wzory na pierwiastki. Tak wiec np. réownanie sin (JU + g) =
sin (3x — ) jest réwnowazne analogicznej do alternatywie:

J;+g:3x—ﬂ+2k7r lubx+g=7r—(3ﬂ?—77)+2k7r’
gdzie k € 7.

Przyklad 3.43 a) Rozwigzemy réwnanie

1
coST = ——.
2
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Wiadomo, ze —% = cos 2?” Zatem na mocy (3.13) pieriastkami naszego rowna-

nia sqg wszystkie liczby postaci
2 2
¢ = §+2lm lubx:—§+2kw,

gdzie k € Z.
b) Rozwigzemy réwnanie

V3

ct +1)=—.

glz+1)=-

Dziedzing tego rownania jest zbior tych liczb rzeczywistych x, dla ktérych x+1 #
mm, czyli x # mm — 1, gdzie m € Z. Wiadomo, Ze @ = ctg 5. Zatem na mocy

otrzymugjemy
$+1:g+k‘ﬂ', kelZ,

a stqd
x:§71+k7r, keZ.
¢) Rozwigzemy réwnanie
sin (m2) =1.

Korzystajgc ze szczegolnego przypadku réownania sinx = a otrzymujemy
x2=g+2k7r, keZ.

Zauwazmy, ze dla k < 0 rownanie to jest sprzeczne, bo lewa strona jest nieu-
jemna. Zatem wystarczy braé k ze zbioru NU{0}. Ostatecznie

x:~/g+2k7r \Y, mz—ﬂ%—i—?kﬂ,
gdzie k € NU{0}.

d) RozwigZemy réwnanie
tg(x —1) =tg2z.
Dziedzing tego rownania jest zbior tych x, dla ktorych
™ 0 .
x—l;«é§+m7r A 2x7é§+m7r, gdzie m € Z,

czyli
m, gdzie m € Z.

x#l—i—%—i—mw A x#%—i— 5

Z (3.14]) mamy
r—1=2x+km, gdziek € Z

1 ostatecznie
r=—1—km, gdzie k € Z.
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Wiele réwnan trygonometrycznych mozemy sprowadzi¢ do réwnan innego
typu (nietrygonometrycznych) lub do trygonometrycznych réwnan podstawo-
wych, stosujac

a) podstawienie, gdy wystepuje tylko jedna funkcja trygonometryczna tego
samego argumentu,

b) dostepne wzory trygonometryczne, pozwalajace sprowadzi¢ réwnanie do
podstawowego lub do réwnania zawierajacego tylko jedna funkcje trygonome-
tryczng tego samego argumentu.

Ponizsze przyklady zilustruja podane metody.

Przyktad 3.44 a) RozwigZemy réwnanie

sin® x

sinz +2

Zauwazimy, ze dziedzing rownania jest zbior D = R, gdyZ dla kazdego © € R za-
chodzi sinx # —2. Poniewaz wystepuje tylko funkcja sinus od argumentu x, wiec
stosujemy podstawienie t = sinx € (—1;1). Otrzymujemy réwnanie wymierne
postaci

t2
= 17
t+2
a stgd
t?—t—2=0.
Otrzymane réwnanie kwadratowe ma pierwiastki t = —1 lub t = 2 ¢ (—1;1).

Dane réwnanie trygonometryczne jest wiec rownowazne rownaniv podstawowemu
sinx = —1.

Stqd
T = —g + 2k, gdzie k € Z.

b) Rozwigzemy réwnanie
cos 3x = sin 2z.

Zauwazimy, ze na mocy wzorow redukcyjnych rownanie to daje sie zapisaé w
postaci

cos 3x = cos (g — 23:) .

Stgd
3x:g—2x+2k’7r \% 336:—(%—296)4-2]{?%

gdzie k € Z. W konsekwencji

5x:g+2k7r v x:—g+2/m
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Ostatecznie pierwiastkami danego réwnania sq¢ wszystkie liczby postaci

™o, 2km

ST

vV o= —g + 2k, gdzie k € Z.
¢) Rozwigzemy réwnanie

1
cos2x 4+ 2cosx = 3

Skorzystamy najpierw z wzoru na kosinus kgta podwojonego

1
2coszx—1+2cosx—§:0

3
2cos? x + 2cosx — 5= 0.
Podstawiajge t = cosz € (—1;1) otrzymujemy réwnanie kwadratowe
3
262 +2t — = = 0.
2
Pierwiastkami tego réwnania kwadratowego sq
3 1
t=—"¢(—1;1) V t=—.
gty V=g
Zatem otrzymujemy réownanie podstawowe
1
cosT = —.
2
Na mocy dostajemy rozwigzanie danego réwnania
T 7r .
T = §+2kﬂ' \% x:f§+2k7r, gdzie k € Z.
d) Rozwigzemy réwnanie

sin 2x — sin4x = cos 2x + cos4x.

Stosujemy wzor na réznice sinuséw i sume kosinusow (, )
2cos3z - sin (—x) = 2cos3z - cos (—x) |:2

—cos3x -sinx = cos3x - cosx
cos 3x (sinx + cosx) = 0.

Stad
cos3x =0 V sinz+cosxz =0.
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Z pierwszego z tych réwnan mamy 3x = § +km, czylix = ¢ + %’r, gdzie k € Z.
Z drugiego rownania mamy

cosr = —sinz,

a stgd na mocy wzorow redukcyjnych

™
COS T = COS (5 + x)

x:g+x+2k7r \% $:7g*$+2k’fr.

Pierwsze z tych réwnarn jest sprzeczne, zas z drugiego mamy 2x = —%5 + 2km, a
stad ostatecznie

T = —% + km, gdzie k € Z.

W konsekwencji pierwiastkami danego réwnania trygonometrycznego sq¢ wszys-
tkie liczby postaci

k
x:%qtg \% x:f%Jrlm,gdziekGZ.

e) Rozwigzemy rédwnanie
2cos2x —4sindx -sinx = —1.
Zauwaimy, Ze z wzoru na réinice kosinusow wynika, Ze
2sin 3z - sinx = cos 2z — cos4z.
Zatem nasze rownanie jest rownowazine rownaniv
2cos2x — 2 (cos 2z — cosdx) = —1,

skad otrzymujemy

1
dor = ——.
cos4dx 5
Na mocy dostajemy
2 2
Ay = §+21m V 4z = f§+2k7r,

czyli
T kmw T kmw
r==4+— V x=——=+4+—, gdzieck € Z.
62 62!
Na zakonczenie oméwimy sposoby rozwigzywania réwnan postaci asinx +
bcosx = ¢, gdzie ab # 0, c € R.
Sposéb I
Dla ¢ = 0 mamy réwnanie postaci

asinx +bcosx = 0.
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Zauwazmy, ze gdyby cosxz = 0, to sinz # 0 i rownanie byloby sprzeczne.
Mozemy wiec zalozyé, ze cosx # 0. Dzielac stronami przez a cos z, dostajemy

b
tgr = ——.
a
Ostatnie réwnanie jest rownaniem podstawowym.
Dlac#01i \/% 1 réwnanie
+0?

asinx +bcosx = ¢

dzielimy stronami przez v a? + b2

a b
————SInT + ———= 08 = ———.
Va2 + b Va? +b? Va? + b2

Poniewaz

() + () -

a b
VaZ + b2 Va2 + b2
mozemy potraktowaé¢ odpowiednio jako sinzg i coszy dla pewnego zg € (0;27)
na mocy (2.5)). Otrzymujemy réwnanie

wiec wartosci

c
VaZ +u2

Na mocy wzoru na kosinus réznicy (2.11)) mamy

sin xg sinx + cosxgcosx =

C

cos (x — xg) =

a to jest réwnanie podstawowe.

Dla \/% > 1 réwnanie jest sprzeczne, co wynika z ograniczonosci funkcji
kosinus.

Sposéb 11

Wykorzystujac wzory wyrazajace sinus i kosinus za pomoca tangensa argu-
mentu poléwkowego (, ) dostajemy réwnanie

2tg 2 1—tg2§:
1+tg2 1+tg*%

Podstawiajac w tym réwnaniu ¢t = tg 5, otrzymujemy réwnanie wymierne. Za-
uwazmy jednak, ze w tym przypadku musimy zastrzec, ze

X T
37 g T
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czyli
T # 7w+ 2km.
Gdyby z = 7 + 2km, to sinxz = 01 cosx = —1, czyli nasze rownanie przyjmuje
postaé
—-b=c

Jezeli wiec wspotezynniki b, ¢ spetniaja powyzszy warunek, to do otrzymanego
rozwiazania musimy dotaczy¢ pierwiastki postaci x = 7 + 2kw, gdzie k € Z.

Przyktad 3.45 Rozwigzemy rownanie

sinz — vV3cosz = V2.

Zauwazimy, ze S B——F < 1. Dzielimy wiec réwnanie stronami przez
)

(2
12 + (—\/§)2 = 2 1 otrzymujemy

1 V3 V2

— S — —COST — ——.

2 2 2
Poniewaz dla xo = ‘%” mamy sin xg = % 1COSxy = —@, wiec
.o, n o V2
sin — sin COS — COST = —.
5 T S 5 ST 5
Zatem
57 V2
cos|z—— ) = —.
6 2
W konsekwencji
5 5
x—%z%—&—ﬂm‘ \Y x—%:—%—l—Zk:ﬂ',gdziekEZ.

Stqd otrzymujemy ostateczne rozwigzanie danego réwnania

137 s .
x—ﬁ—i—ﬂfﬂ \% x—ﬁ—i—ka, gdzie k € 7.

Rozwigzemy to samo réwnanie sposobem II. Zauwazmy, Ze § =+ g, wiec

czynige zastrzezenie x # w + 2kw, gdzie k € Z, nie gubimy Zadnych rozwigzan.
2

Podstawmy sinx = % oraz cosT = %, gdzie t = tg 5. Otrzymugemy réw-

1+
nanie wymierne

2t —\/§1_t2=\/§|~(1+t2)

142 1+ 2
2t — V3 (1—t%) = V2 (1+1?)
£ (V3-v2) +2t-V3- V2 =0.
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Wyroznik otrzymanego po lewej stronie tréjmianu wynosi
A=4+4(vV3-v2) (VB+v2) =8,

Stgd pierwiastkami réwnania kwadratowego sq liczby

922 18
tﬂ%2é)vévg(lﬁﬂﬁ+ﬁ)

" t= (~1+v3) (V34 3).

Otrzymujemy wiec alternatywe rownan podstawowych

x x
tg5 = (—1—\/5) (\/§+\/§) Votgy = (—1+\/§) (\/§+ﬁ)
Z uwagi na postaé prawych stron, szukanie rozwigzan takich rownan podsta-
wowych jest skomplikowane. Przyklad ten moze wskazywaé na wiekszq efekty-
wnos$é pierwszej metody.

3.14 Nieréwnosci trygonometryczne

Definicja 3.46 Niercwnosciq trygonometryczng nazywamy takg nieréwnosc,
w ktorej niewiadoma wystepuje wylgcznie jako argument funkcji trygonome-
trycznej.

Podobnie, jak przy réwnaniach, wyrézniamy nieréwnosci podstawowe i inne.
Przyktadami podstawowych nieréwnosci trygonometrycznych sa: sinz > a,
cosz < a, a < tga < b, gdzie a,b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

Podstawowe nieréwnosci trygonometryczne rozwiazujemy w trzech krokach:

1) Szkicujemy wykres odpowiedniej funkeji trygonometrycznej oraz wykresy
odpowiednich funkcji stalych (y = a).

2) Rozwiazujemy dana nieréwnosé, korzystajac z wykresu, w jednym z okre-
sow odpowiedniej funkcji trygonometryczne;j.

3) Formulujemy ostateczna odpowiedz, uwzgledniajac okresowo$¢ wystepu-
jacej w nieréwnosci funkcji trygonometrycznej.

Oto przyktady rozwiazan podstawowych nieréwnosci trygonometrycznych:

Przyktad 3.47 a) RozwigZzemy nieréwnosé

siny < —.
2

S

Szkicujemy wykresy funkcji zadanych wzorami y = sinx oraz y = 5
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A
;5 y
V3
y=5 1
I I o
4 T o
_ET[ 0 3 L X
Rys. 3.24
Z wykresu widadé, Ze rozwigzaniem naszej nierownosci w przedziale <—37”; g>
jest

c T

x ——= .

3°3

Uwzgledniajgc, zZe okresem podstawowym sinusa jest 2w otrzymujemy ostateczne

rozwigzanie danej nieréwnosci trygonometrycznej
).

4
T € (—;T —|—2k:7r;§+2k7r

gdzie k € Z.
b) Rozwigzemy nieréwnosé
cos 2z > 5

Wykonajmy podstawienie t = 2x. Wtedy nasza nierowno$¢ przyjmie postaé

cost}i.
y=13

Szkicujemy wykresy funkcji y = cost oraz

\

Tt

N\ .
T
3 t

Rys. 3.25
Z wykresu widaé, zZe rozwigzaniem ostatniej nierownosct wzgledem t w przedziale

(—m;m) jest o
te{-3i3)
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czyli uwzgledniajge okresowosé funkcyi kosinus mamy
te <—g + 2k g + 2k7r> , gdzie k € Z.
Dla x mamy wiec nierowno$é podwojng
T okr <22 < T 4 2k,
3 3
W konsekwencji rozwigzaniem danej nieréwnosci trygonometrycznej jest
T T

gdzie k € Z.
¢) Rozwigzemy nieréwnosé

1<tgz <V3.

Szkicujemy wykresy funkcjiy =tgx, y =1 oraz y = /3

A
y
y=13
/ / R
: y
/S _
T e
Rys. 3.26

Z wykresu odczytujemy, zZe rozwigzaniem danej nieréwnosci podwdinej w
przedziale <—g; ”> jest
c (7'(' 7T>
x —=).
43

2
Uwzgledniajgc okresowosé funkcji tangens mamy ostatecznie
i T
T € <Z+k7r;§+k7r>,
gdzie k € Z.
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Przy nieréwnoéciach, ktére nie sa podstawowe, postepujemy podobnie, jak
przy réwnaniach trygonometrycznych nie bedacych podstawowymi, aby ostate-
cznie dojé¢ do nieréwnosci podstawowych. Zilustrujemy to przyktadami.

Przyklad 3.48 a) RozwigZzemy nieréwnosé
2cos?x —3cosz+1>0.
Stosujemy podstawienie t = cosx € (—1;1) i otrzymujemy nierdwnodé kwadra-

towg
26> —3t+1>0.

Rozwigzaniem tej nieréwnosci jest

1
te —0%5 5 U (1;00).
Poniewaz réwnoczesnie t € (—1; 1), wiec otrzymujemy
-1<t<

Mamy wiec

1
1< cosz < -,

przy czym prerwsza z tych nieréwnosci zachodzi dla kazdego x € R. Zatem mamy
do rozwigzania nieréwnosé podstawowq

cosx < .
2

Szkicujemy wykresy funkcji y = cosx oraz y = %

A
Yy
1
1 y=1
. AN g .
-t It Tt 2
0 3 3 Tt X
Rys. 3.27

Z rysunku odczytujemy, ze w przedziale (0; 2m) nierdwnodé jest spetniona dla

xr € E'S—W
33 /)
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Uwzgledniajgc okresowo$é funkcji kosinus mamy ostateczne rozwigzanie

5
ze (§+2kw;;+2kw>,

gdzie k € Z.
b) Rozwigzemy nieréwnosé

costz 4+ sint*z >

N | =

Na mocy wzoréw uproszczonego mnozenia nierownodé powyzsza jest réwnowazina
nierownosci

. 2 .
(COS2 x + SlIl2 x) -2 SlIl2 xT - COS2 T > 5

1 dalej z 7jedynki trygonometryczne;”

N

1—2(sinz - cosz)’ >

N =

2(sinz - cosz)? <

(2sinz - cosz)® < 1.

Z wzoru na sinus podwojonego argumentu dostajemy
sin? 2z < 1.

Zauwazimy, ze powyisza nieréwnosé jest speiniona dla wszystkich x na mocy
ograniczonosci funkcji sinus. Zatem rozwigzaniem danej nieréwnodci trygono-
metrycznej jest R.

¢) Rozwigzemy nieréwnosé

sinz + cosz < V2.
Dzielgc te nierdnosé przez v/1+ 1 = /2 dostajemy
V2

2
TSiHIL‘+ gcosx < 1.

Zauwazmy, Zesin § = cos T = % Zatem powyzsza nieréwno$c jest rownowazna

nieréwnosci - -
sin 1 sinx + cos 1 cosr <1

i z wzoru na kosinus réznicy otrzymujemy

T
-— ) <1l
cos (:I: 4)
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Poniewaz dla dowolnego t € R zachodzi nieréwnosé cost < 1, wiec powyzsza
nierownosé oznacza, ze musimy wykluczyc ze zbioru R te x, dla ktorych

™
5 —— ) =1
cos (J: 4)
W konsekwencji mamy
T — % £ 2km,

a stgd
T # % + 2k,

gdzie k € 7. Rozwigzaniem nieréwnodci jest wiec zbior R\ {% +2kmw k€ Z}.

3.15 Rownania wyktadnicze

Definicja 3.49 Rownanie, w ktorym niewiadoma wystepuje wylgcznie pod zna-
kiem funkcji wykladniczej nazywane jest réwnaniem wykladniczym.

Rozwiazywanie réwnan wykladniczych polega, podobnie, jak to bylo dla réw-
nan trygonometrycznych, na sprowadzeniu rownania do postaci podstawowej,

czyli do postaci

a®=a’,

gdzie zaréwno 9, jak i v moga zaleze¢ od z. Rownanie w postaci podstawowej
rozwiazujemy korzystajac z réznowartosciowosci funkcji wyktadniczej.

Przyklad 3.50 a) Rozwigzemy réwnanie
16" 4+ 4712 — 36 = 0.

Rownanie to zapisujemy w rownowazinej postact wykorzystujgc wlasnosci dziatan,

na potegach ({1.1), (1.3))

(4%)® +16 - 4% — 36 = 0.
Stosujgc podstawienie t = 4 > 0 dostajemy rownanie kwadratowe

t> + 16t — 36 = 0.

Pierwiastkami tego rownania sq liczby

t=—-18%0 VvV t=2.
Zatem nasze rownanie wykladnicze jest rownowazne réwnaniu

47 =2,

czyli w postaci podstawowey

Nl

4% =432,
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Na mocy rézZnowarto$ciowosci funkcji wykladniczej jedynym pierwiastkiem nasze-
go rownania jest

b) Rozwigzemy rédwnanie

11
20 —1 1—2e-17

Dziedzing rownania jest zbior tych x, dla ktérych spelnione sq zastrzezenia

2" —140 A 1-2""1#£0.
Z pierwszego zastrzeienia dostajemy 2% # 20, wiec x # 0, zas z drugiego —
221 £ 20 wiec x # 1. Zatem dziedzing jest zbiér D = R\ {0,1}. Wracajgc do
rownania mamy

2% _1=1-2%"1

1
242" =141
2
3
)
2

2 =2
3

na mocy wlasnosci dziatan na potegach . Korzystajgc teraz z Deﬁm'cji
otrzymujemy

) 4
x =log, -
3

3.16 Rownania logarytmiczne

Definicja 3.51 Rownaniem logarytmicznym nazywamy takie réwnanie, w kto-
rym niewiadoma wystepuje pod znakiem funkcji logarytmiczne;.

Podobnie jak dla réwnan wyktadniczych, réwnania logarytmiczne bedziemy
sprowadza¢ do postaci podstawowej

log, 6 =log, 7,
gdzie zaréwno 9, jak i v moga zaleze¢ od niewiadomej x, a nastepnie bedziemy
opuszczaé logarytm, wykorzystujac réznowartosciowosé funkcji logarytmicznej
25.9).
Przyklad 3.52 a) RozwigZzemy réwnanie

log (x4 1) 4+ log (z — 2) = log (x + 2) .
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Okreslimy dziedzine réwnania
z+1>0Az2-2>0 A 2+2>0

r>—-1ANx>2 N x>-2.

Ostatecznie dziedzing jest D = (2;00). Korzystajgc z dane réwnanie mozemy
zapisacé rownowaznie jako

log[(x 4+ 1) (z —2)] =log(z +2).
Na mocy réznowartosciowosci funkcji logarytmicznej mamy
(x+1)(z—-2)=z+2.
Otrzymalismy w ten sposob rownanie kwadratowe
2 —2x—4=0,
ktorego pierwiastkami sq liczby

r=1-vV5 Vv z=1+5.

Zavwazimy, ze tylko druga z tych liczb lezy w dziedzinie rownania. Zatem pier-
wiastkiem danego réwnania logarytmicznego jest x = 1 + /5.
b) Rozwigzemy rédwnanie

1
log\/x+21+§log(x—21) =1+log?2.

Dziedzing tego réwnania jest D = (21;00). Wykorzystujgc wzory przeksz-
talcamy rownanie

1ogm+log(x—21)% =1+log2
log V& + 21 + log vz — 21 = log 10 + log 2
log (m M) = log (10 - 2)
log \/(z + 21) (z — 21) = log 20
log\/m:bg%.

Z roznowarto$ciowosci funkcji logarytmicznej mamy

V2 — 441 = 20.

Podnoszgc stronami do kwadratu dostajemy

2% — 441 = 400

22 —841=0
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(r—29)(x+29)=0
r=-29 V x=29.
Uwzgledniajoc dziedzine dostajemy rozwigzanie danego réwnania

xr = 29.

¢) Rozwigzemy réwnanie

1 _— =
0g3 T og; @ 3

Wyznaczamy dziedzine:
x>0 A loggz #0.

Z drugiego zastrzezenia mamy x # 1. Zatem dziedzing réwnania jest D = (0; 1)U
(1;00). Stosujgc podstawienie t = logs x otrzymujemy réwnanie wymierne

4
t——-=3.
t

Po przeksztalceniach otrzymujemy réwnanie kwadratowe
> —3t—4=0,
ktorego pierwiastkami sq liczby
t=-1 Vv t=4.
Wracamy do podstawienia
logsz=—-1 V loggz =4.

Z Definicji[1.33 otrzymujemy stqd

Obie te liczby nalezg do dziedziny, wiec sq pierwiastkami danego réwnania lo-
garytmaicznego.
d) Rozwigzemy réwnanie

(logs z)* + logs 2% — log 27 = 0.

Dziedzing tego réwnania jest D = (0; 00). Korzystajgc z , mozemy rownanie
zapisaé w postaci
(logs z)* + 2logg z — 3 = 0.

Podstawiajgc t = logs x, dostajemy réownanie kwadratowe

t24+2t—3=0,
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ktorego pierwiastkami sq liczby
t=-3 VvV t=1.

Stqd
logsx=—-3 V loggx=1
i z Definicji [1.33 mamy
1
T o7
Obie te liczby nalezg do dziedziny, wiec sq pierwiastkami danego réwnania lo-
garytmicznego.

x vV o x=3.

3.17 Nier6éwnosci wyktadnicze

Definicja 3.53 Niercwnosé wykiadnicza to taka nieréwnosé, w ktdrej niewiado-
ma wystepugje pod znakiem funkcji wykladniczej.

Podobnie, jak dla réwnan, rozwiazywanie nieréwnosci polega na sprowadze-
niu do postaci podstawowe;j

a® <a’lub a’ < a?,

gdzie zaréwno ¢, jak i v moga zalezeé¢ od niewiadomej z, a nastepnie na wyko-
rzystaniu monotonicznosci funkcji wyktadniczej.

Przyklad 3.54 a) RozwigZzemy nieréwnosé
9* — 3"t —4 <0.
Stosujemy podstawienie t = 3% > 0 i otrzymujemy nierdwnosé kwadratowg
2 —3t—4<0,

ktdrej rozwigzaniem jest przedzial (—1;4). Uwzgledniajgc warunek t > 0, mamy
t € (0;4). Wracajge do podstawienia uzyskujemy nieréwnosé podwdjng

0<3" <4,
Pierwsza z tych nieréwnosci jest spelniona dla wszystkich v € R, pozostaje wiec
nieréwnosé
37 < 4.
Z definicji logarytmu mamy, ze 4 = 3834, Zatem
332 < 310g34‘
Poniewaz funkcja wykladnicza o podstawie wiekszej od 1 jest rosngca, wiec

x < logs 4.
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Ostatecznie rozwigzaniem danej nieréwnosci wyktadniczej jest
x € (—oo;logs 4) .
b) Rozwigzemy nieréwnodé
grtl _ gz _ gr—1

Wykorzystujgc wlasno$ci potegowania mamy

R
2.2 -3"—--2" <0

2
3 2 1
2.9r 30 (2. =
<15 5)
2

27 <
3 3

() <G)

Poniewaz funkcja wykladnicza o podstawie z przedziatu (0;1) jest malejgca, wiec
otrzymujemy ostateczne rozwigzanie danej nierownosct wyktadniczej

x> 1.

3.18 Nieréwnosci logarytmiczne

Definicja 3.55 Niercwnosciq logarytmiczng nazywamy takg nierownosé, w kto-
rej niewiadoma wystepuje pod znakiem funkcji logarytmicznej.

Zachodzi pelna analogia miedzy metoda rozwiazywania nieréwnoéci wyktad-
niczych i logarytmicznych.

Przyklad 3.56 a) Rozwigzemy nieréwnosé

logz +log (z + 1) < log (2x + 6) .
Okreslamy dziedzine tej nieréwnosci

>0 ANzxz+1>0 A 224+6>0,

skqd dostajemy
>0 AN ax>-1 AN xz>-3

i dziedzing nieréwnosci jest D = (0;00). Korzystajgc z wlasnodci logarytmu,
mozemy naszqg nierowno$¢ zapisaé w postact

log [z (z +1)] < log (22 + 6) .
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Z monotonicznosci funkcji logarytmicznej mamy

z(x+1)<2x+6
r?—r—6<0.

Rozwigzaniem otrzymanej nieréwnodci kwadratowej jest przedzial (—2;3). Po
uwzglednieniu dziedziny dostajemy rozwigzanie danej nieréwnosci logarytmicznej

x € (0;3).
b) Rozwigzemy nieréwnosé
log 4 (xz —2z—-1)>0.
Dziedzing jest zbior tych x, dla ktérych x> —2x — 1 > 0, czyli
D= (—oo;l—\/ﬁ) U (1+\/§;oo),
Prawg strong nieréwnosci mozemy zapisac jako log, 4 1. Mamy wiec
logg 4 (¢* — 2z — 1) > log, 4 1.

Podstawq logarytmu jest liczba mniejsza od jedynki, wiec funkcja logarytmiczna
jest w tym wypadku malejgcea i dostajemy

22w —-1<1

22— 22 —-2<0.

Rozwigzaniem tej nierownos$ci kwadratowej jest przedzial (1 31+ \/§) U-
wzgledniajgc dziedzine, otrzymujemy ostateczne rozwigzanie danej nieréwnosch
logarytmicznej

ze (1—\/3;1—ﬁ)u(1+\/§;1+x/§),
¢) Rozwigzemy nieréwnosé
logs,_5 (3:02 — Tz + 3) < 2.

Dziedzing nierownoéci jest zbior tych wszystkich x, dla ktorych spelnione sg
warunki
322 —Tx+3>0 A 20 —3>0 A 20 —3#1,

czyli

7T—+13 7 13 3
xE(oo; G\ﬁ)U( +6\ﬁ;+oo> /\x>§/\x7£2.
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Biorgc cze$é wspdlng tych trzech rozwigzan dostajemy dziedzine

D= (”X@z) U(2;+00),

bo % < ”T\/ﬁ < 2. Zauwazmy, zZe dang nierownos$é, na mocy definicji logarytmu

daje sie zapisaé w postaci
10g5, 5 (327 — T2 + 3) < logy, 5 (2¢ —3)%. (3.16)

Rozwazymy dwa przypadk:
1) x € (%;2}. Wtedy podstawa logarytmu jest z przedziatu (0;1) 4

funkcja logarytmiczna o tej podstawie jest malejgca. Zatem nieréwnosSé
daje nam
3% —Tx+3> (22 —3)°

322 —Tr+3>42> - 122+ 9
22 —B5r+6<0.

Rozwigzaniem otrzymanej nierdwnodci kwadratowej jest przedzial (2;3), ktéry
jest roztgczny z przedzialem (”T‘/ﬁﬂ), Zatem w tym przypadku nie istniejq
liczby spetniajgce dang nierownosc.

2) x € (2;00). Wtedy podstawa logarytmu jest wieksza od 1 4 funkcja loga-
rytmiczna jest rosngca. Zatem nierowno$é daje nam

322 — Tz +3 < (22 — 3)°

22 =5z 46 > 0.

Rozwigzaniem otrzymanej nierdwnosci kwadratowej jest zbidr (—oo; 2)U(3; +00).
Uwzgledniajac zastrzezenie aktualnego przypadku dostajemy rozwigzanie w tym
przypadku

x € (3;400).

Ostatecznie rozwigzaniem danej nieréwnosci jest przedzial (3;400).



Rozdzial 4
Ciagi

4.1 Pojecie ciggu

Definicja 4.1 Cliggiem nazywamy funkcje okreslong na zbiorze liczb natural-
nych N lub na jego skoriczonym podzbiorze {1,2,...,k}.

W tym pierwszym przypadku ciag nazywamy nieskornczonym, w drugim —
skoniczonym k-wyrazowym. Wartosci takiej funkcji nazywamy wyrazami ciggu.
Doktladniej, wartoéé¢ funkcji dla liczby naturalnej n nazywamy n-tym wyrazem
ciggu. Na oznaczenie n-tego wyrazu ciagu bedziemy uzywaé oznaczen typu
Gy Dryeeey Ty Yn, itp. Ciag, ktorego n-ty wyraz oznaczony jest przez a,, oz-
nacza¢ bedziemy symbolem (ay),, oy, jesli ciag jest nieskoficzony lub symbolem
(a”)ne{l,...,k}7 jesli clag jest k-wyrazowy (czesto napis n € N lub n € {1,...,k}
bedziemy opuszczaé, gdyz na ogét z kontekstu jest jasne jaka jest dziedzina
danego ciagu).

Definicja 4.2 Cligg, ktorego wyrazy sq liczbami rzeczywistymi nazywamy liczbo-
wym.

W dalszym ciggu zajmowaé sie bedziemy wylacznie ciggami liczbowymi,
wiec méwiac o ciaggu bedziemy mieli na mysli ciag liczbowy. Co wigcej, na ogot
bedzie to ciag nieskonczony, jednak w niektérych przykltadach pojawia sie takze
ciagi skonczone.

Aby okresli¢ ciag mozemy albo wypisa¢ wszystkie jego wyrazy, albo podaé
wzér na n-ty wyraz. Ta pierwsza metoda daje sie stosowaé¢ w przypadku ciagéw
skonczonych, np.

(2,3,5,7,11,13).

Jest to ciag liczb pierwszych mniejszych od 15. Czasami takze tej metody opisu
uzywamy w odniesieniu do ciggdéw nieskonczonych, np. piszac

(2,4,6,8,10,...),

105
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domysélamy sig, ze chodzi o ciag liczb naturalnych parzystych. Ten sposéb opisu
ciagéw nieskonczonych nie jest w pelni precyzyjny i bedziemy go rzadko stosowaé.
Powyzszy ciag nieskonczony mozemy okresli¢ precyzyjnie podajac wzér na jego
n-ty wyraz:

a, = 2n

dla kazdego n € N. Czasami dla okreslenia ciagu podajemy tzw. wzory rekuren-
cyjne (indukcyjne). Polega to na tym, ze podajemy wzdér na pierwszy wyraz
ciagu, a nastepnie okreslamy jak (n + 1)-szy wyraz tego ciagu zalezy od n-tego.

Przyklad 4.3 Rozwazimy cigg zadany rekurencyjnie wzorams

a]; = 3
Ap4+1 = 1+ (_1)71 QA
Obliczymy pieé pierwszych wyrazow tego ciggu:
a1 = 3 na mocy okreslenia,

ag=1+(-1)"-3=-2

az =1+ (=17 (-2) = -1
as=14(-1% (-1)=2
as =1+ (-1)*-2=3.

4.2 Wtlasnosci ciggow

Jedna z podstawowych, czesto badanych wtasnosci ciggu jest jego monoto-
nicznoscé.

Definicja 4.4 Cigg (ay,) nazywamy rosngcym (odpowiednio malejgcym), gdy
dla kazdego n € N zachodzi nieréwnosé

apt1 > Gy (odpowiednio aniq < ap).

Cigg (ay) nazywamy niemalejgeym (odpowiednio nierosngcym), gdy dla kazdego
n € N zachodzi nieréwnosé

Gpy1 2 Ay, (odpowiednio anq1 < ap).

Ciqgi rosngce i malejgce nazywamy monotonicznymi. Ponadto cigg (an) nazy-
wamy stalym, gdy istnieje liczba a € R taka, Ze dla kazdego n € N mamy a,, = a.

Przyklad 4.5 a) Sprawdzimy monotonicznosé ciggu (ay,) danego wzorem a,, =
2.3 W tym celu bierzemy dowolne n € N i dla tego n obliczymy réinice
Gn+1 — Qp. Zoauwazmy, ze na mocy wzoru okreslajgcego cigg mamy ap41 = 2 -
3(n+tD=1 = 9.3"  Obliczamy réznice
Upp1—Gp =2-3"—2.3""1=2.3.3""1 _2.37"1
=2.3""1.3-1)=4-3""1>0.
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Zatem dla kazdego n € N dostalismy an11 > an, czyli cigg (ay,) jest rosngcy.
b) Sprawdzimy monotoniczno$é ciggu (by,) danego wzorem b, = ni%. Bie-

rzemy dowolne n € N ¢ postepujac, jak wyzej, mamy kolejno b, 41 = ni%,
4 4 4(n+5)—4(n+6)
bn+1 - bn = - =
n+6 n+5 (n+6)(n+5)
_4n+20—4n—24 4 <0
 (n+6)(n+5)  (n+6)(n+b)

Zatem dla kazdego n € N otrzymalismy nieréwnodé b,11 < by, czyli cigg (by)
jest malejgcy.

Istnieja oczywiscie ciagi, ktore nie sa monotoniczne, nie sa bowiem ani ros-
nace, ani malejace. Przykladem takiego ciagu jest ciag (c,) o n-tym wyrazie
cn =n3 —9n? 4+ 20n — 12, dla ktérego znak réznicy

Cnp1—Cn=Mm+1)° =9 +1)°+20(n+1) — 12 — n® + 9n? — 20n + 12
=32 +3n+1—18n—9+20=3n%—15n+ 12

zalezy od n. Istotnie,
63—02:].2—30"‘].2<07

cg—c5 =T70—T75+12> 0.

Definicja 4.6 Cigg (a,) bedziemy nazywaé ograniczonym, gdy istniejg liczby
m, M takie, Ze dla kazdego n € N spelniona jest nieréwnosé podwojna

m<a, <M.
Przyktad 4.7 Przykladami ciggow ograniczonych sq ciggi zadane wzorami

an = a, gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywistq,
bn = (71)’”;
cn =sin(2n+1),

dp, = cos(n!).

4.3 Granica ciggu

Definicja 4.8 Liczbe g € R nazywamy granicg ciggu (an), gdy

/\ \/ /\ lan, —g| < e. (4.1)

>0 NoeN n>Ng

Fakt, ze liczba g jest granicg ciggu (ay,) zapisywad bedziemy w postaci lim a, =
n—oo

g lub w postaci a, — g, a czasami nawet w postaci a, — g.
n—oo
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Zauwazmy, ze zgodnie z Definicja nieréwnoé$¢ wystepujaca w 0z-
nacza, ze n-ty wyraz ciagu (a, ) lezy w otoczeniu o promieni & punktu g. Kwanty-
fikatory stojace przed ta nieréwnosciag mowia nam, ze otoczenie, o ktérym mowa
ma dowolny promien oraz ze wszystkie wyrazy ciagu poczynajac od wyrazu z
numerem Ny spelniaja te nieréwnosé. W konsekwencji tylko skonczona ilosé
wyrazéw ciaggu ( mianowicie wyrazy ay, ..., an,—1) moze leze¢ poza tym dowol-
nym otoczeniem. Zatem warunek definiujacy pojecie granicy g € R mozemy
sformutowaé nastepujaco:

Liczba g jest granica ciagu (a,), gdy w dowolnym otoczeniu liczby g leza
wszystkie wyrazy ciagu z wyjatkiem byé¢ moze skonczonej ich iloéci.

Jezeli nlirr;o a, = g € R, to bedziemy takze méwié, ze ciag dazy do g lub, ze
jest zbiezny do g.

Latwo widad, ze jezeli ciag (a,,) jest staly i dla kazdego n € N mamy a,, = a,
to

lim a, = a.

n—oo
Istotnie, wtedy dla kazdego n € N wyrazenie |a, — a| jest zerem, wiec zawsze
jest mniejsze od dodatniego ¢.

Definicja 4.9 Mdéwimy, ze 400 (odpowiednio —o0) jest granicq ciggu (ay,), co
zapisujemy symbolicznie w postaci lim a, = +oo (odpowiednio lim a, = —o0)
n—oo n—oo

lub w postaci a,, — 400 (odp. a, — —0), gdy

/\ \/ /\ an > M (odpowiednio a, < M ). (4.2)

MER NoeN n>Ng

Zauwazmy, ze w tym przypadku nieréwnosé¢ wystepujaca w warunku
oznacza, ze n-ty wyraz ciagu lezy w przedziale (M; 00) (odpowiednio (—oo; M)),
czyli w otoczeniu 400 (odpowiednio —o0). Zatem w tym przypadku mozemy
definicje sformutowaé nastepujaco:

Granica ciagu (a,) jest +o0o (odp. —o0), gdy w dowolnym otoczeniu +oo
(odp. —o0) leza wszystkie wyrazy tego ciagu z wyjatkiem byé moze skoficzonej
ich ilodci.

Jezeli lim a,, = 400 (odp. —o0), to bedziemy takze moéwié, ze ciag (a,)

dazy do 400 (odp. —o0) lub, zZe ciag (ay) jest rozbiezny do +oo (odp. —o0).
Istnieja ciagi, ktore nie maja zadnej granicy. Przyktadem takiego ciagu jest
ciag (a,) zadany wzorem a, = (—1)".

Definicja 4.10 Ciggiem zbieznym nazywamy ciqg, ktory ma granice skoriczong
g € R. W przeciwnym wypadku cigg nazywamy rozbieznym.

Zauwazmy, ze ciagami rozbieznymi sa wobec tego zaréwno ciagi dazace do
+o0, jak i ciagi, ktére w ogdle granicy nie posiadaja.
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Przyklad 4.11 a) Pokazemy z definicji, zZe lim % = 0. WezZmy dowolne € > 0.

Musimy odpowiedzie¢ na pytanie: dla jakich n spelniona jest nieréwnosé
1
‘ — O' <e?
n

Nieréwnosé ta jest rownowazna nierdwnosci

1
4.3
n<5 (43)

1 jej rozwigzaniem sq¢ liczby n > % Zatem definiujgc Noy jako majmniejszq

liczbe naturalng, ktora jest wieksza od % otrzymujemy, ze dla n > Ny zachodzi
nierownosé . Zatem dla dowolnego ¢ > 0 wskazalismy Ny takie, zZe dla
n > Ny spelniona jest nierénosé |% — 0| < € 1 w konsekwencji na mocy definicji
mamy lim % =0.

n—oo
24n

b) Pokazemy z definicji, Zze lim 5 = % Wezmy dowolne € > 0 i rozwazmy
n—oo

n+5
nierownosc ) )
+n
— =l <e. 4.4
20+ 5 2‘ c (44)

Rownowaznie mamy

‘2(2+n)—2n—5

221+ 5) ‘<5

Stgd obliczamy n

Definiujgc Ny jako najmniejszq liczbe naturalng spelniajgcg ostatnig nieréuwnosc,
otrzymujemy, Ze dla dowolnego n > Ny spelniona jest nieréwnosé . Zatem

na mocy definicji mamy nh~>n;o SndE = 3

¢) Pokazemy teraz, Ze lim (n2 + 2) = 00. Wezmy dowolne M € R i rozwazmy
n—oo

nierownosé
n?+2> M. (4.5)

Rownowaznie
n?>M —2.

Zauwazimy, Ze nierownosé ta jest spetniona dla wszystkich n, gdy M < 2. Jezeli
za$ M > 2, to rozwigzaniem tej nierownosci jest

n<—vM-2 V n>vM-—2.



ROZDZIAL 4. CIAGI 110

Definiujgc Ny jako najmniejszq liczbe naturalng spelniajgcq drugg z powyzszych
nierownoscit, otrzymugjemy, Ze dla dowolnego n > Ny spelniona jest nierownosé
. Zatem na mocy definicji mamy lim (n2 + 2) = 0.
n—oo
d) Pokazemy, ze lim \/n = +oco. Weimy dowolne M € R i rozwaimy
n—oo
nierownosé
Vvn > M. (4.6)

Jezeli M < 0, to nierdwnosé ta jest spetniona dla wszystkich n € N. Jezeli za$
M > 0, to nasza nieréwnosé jest rownowazna nierownosci

n> M?2.

Wystarczy wiec wzigé za No najmmmiejszq liczbe naturalng takg, Ze Ny > M?,
aby dla n > Ny zachodzita nieréwnosé (@) Zatem na mocy definicji mamy

lim /n = +o0.
n=oco
e) Pokazemy, ze 1Lm Qn_+”12 = —o0. Weimy dowolne M € R i rozwazmy
nierownosé e o 2
i <M. (4.7)
Réwnowaznie

2-n?<Mn+M
n?+Mn+ M —2>0. (4.8)
Oczywiscie checemy rozwigzacé te nieréwno$¢ wzgledem niewiadomej n, traktujgc
M jako parametr. Wyroznik lewej strony wynosi
A=M?*—4M +38.
Zauwazimy, ze wyrazenie to jest dodatnie dla kazdego M € R, zatem rozwigzaniem
nierownosci (@ jest

—M — /M2 —4M +8 ~M +~M?—4M + 8
Vo n> .

<
" 2 2

Definiujgc Ng jako najmniejszq liczbe naturalng spelniajgcq drugg z powyzszych
nierownosci, otrzymujemy, Ze dla dowolnego n > Ny spelniona jest nieréwnosé

, Zatem na mocy definicji mamy lim 2-n
n—

0o n+1

= —0OQ.

Zachodzi bardzo wazne
Twierdzenie 4.12 Jezeli cigg jest zbiezny, to jest ograniczony.

Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Istotnie, ciag o n-tym wyrazie
a, = (—1)" jest ograniczony, gdyz jego wyrazy leza w przedziale (—1;1), ale nie

posiada granicy, wiec nie jest zbiezny. Okazuje si¢ jednak, ze zachodzi

Twierdzenie 4.13 Jezeli cigg jest ograniczony i monotoniczny, to jest zbiezny.
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7 Przyktadu widaé, ze definicja granicy nie umozliwia nam obliczania
granic (aby skorzystaé z definicji trzeba znaé granice). W zwiazku z tym podamy
teraz pewne twierdzenia, ktore umozliwig nam obliczanie granic.

Twierdzenie 4.14 (o trzech ciggach) Zalézmy, zZe dla kazdego n € N zachodzi
nieréwnos$é podwdjna a, < b, < cn. Jezeli ciggi (a,) i (c,) sq zbieine, przy
czym lim a, = lim ¢, = g, to cigg (b,) jest takie zbiezny i lim b, =

n—oo

n—oo n—oo

Zachodza takze analogiczne twierdzenia dla ciagéw rozbieznych do oo :

Twierdzenie 4.15 Zalozmy, ze dla kaidego n € N zachodzi nieréwnosé

an < b,. Jezeli lim a, = +oo, to lim b, = +oo. Jezeli lim b, = —oo, to
n—oo n—oo n—oo

lim a, = —oo.

n—oo

Twierdzenie 4.16 Jezeli ciggi (a,) i (by) sq zbiezne oraz

lim a, =a ¢ lim b, =0
n—oo n—oo
oraz k € R, to ciggi (k- ayn), (an +byn), (an —by), (an - by) oraz (‘b‘—”) (przy

dodatkowym zalozeniu, Ze b # 0 i b, # 0 dlan € N) sq takze zbieine i przy tym
zachodzq wzory

lim (k-a,) =k-a,
n—oo
lim (a, +b,) =a+b,
lim (an, —b,) =a—>b,
n—
lim (a,-b,) =a-b,
an a
lim — = —.
n—o00 Oy, b

Czasami teze powyzszego twierdzenia wypowiada sie¢ mowiac, ze np. granica
sumy jest réwna sumie granic. Trzeba jednak pamietaé¢ o zalozeniu, ktére méwi,
ze oba ciagi sa zbiezne. Bez tego zalozenia to uproszczone sformulowanie twier-
dzenia nie ma sensu.

Twierdzenie 4.17 Jezeli cigg (a,) o wyrazach nieujemnych jest zbieiny i

lim a, = a,
n—oo

to cigg (,/an) jest zbiezny i zachodzi réwnos$é lim |/a, = \/a.

n—oo

Twierdzenie 4.18 Jezeli cigg (ay) jest ograniczony i cigg (by,) jest rozbiezny
do +00 lub —oo, to cigg (‘;—“) jest zbiezny 1
an

lim — =0.

n—oo n
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7 Twierdzenia “ 4.12| wynika, ze w szczegdlnosci jesli ciag (ay,) jest zbiezny i
ciag (by,) jest rozbiezny do +oo, to ciag ( ) jest zbiezny do zera.

Twierdzenie 4.19 JezZeli lim a, = a > 0 (skoriczone lub nie) i lim b, =0,

n—oo n—oo

przy czym dla kazdego n € N spelniona jest nieréwnosé b, > 0, to

lim dn _ +o00.

n

Oczywiscie prawdziwe sa jeszcze trzy inne wersje tego twierdzenia

jezelia >01ib, <0dlaneN, to lim Z—n:—oo,
jezelia <0ib, >0dlaneN, to lim 2% = oo,

n

jezelia < 0ib, <0dlaneN,to lim ‘bL":Jroo.

n—oo n

Dodatkowo przyjmujemy umowy:

a €R, to [a+ 0] =+00
a €R, to o] = —00
oo+oo] +00
o0] = —0o0

[

[a —

[

[—o0
ac€Ria>0,to [a~oo]=—|—oo
a€Ria<0,to [a-o0] =—0c0
ac€Ria>0,to |

[
[
[(—
[(—

a€Ria<0,to

a -

a -

T8

Kazda z powyzszych umdéw mozna sformutowaé jako twierdzenie, np. umowa
szosta przetlumaczylaby sie na twierdzenie w nastepujacy sposéb:

Twierdzenie 4.20 Jezeli cigg (ay,) jest zbiezny, przy czym lim a, = a <0 ¢
n—oo
lim b, = 400, to lim (a, -b,) = —oco.
n—oo n—oo
Jezeli teraz przeanalizujemy powyzsze twierdzenia i umowy wiazace pojecie
granicy z dzialaniami arytmetycznymi, to latwo zauwazymy, ze pewne sytuacje
nie zostaly w nich rozpatrzone. Takimi sytuacjami sa

oo 0

, =, 0-00, 00— 00,
000’

czyli sytuacje, w ktérych
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1) obliczamy granice ilorazu ciagéw, przy czym i licznik i mianownik daza
rownoczeénie do zera lub réwnoczesnie do ktérejkolwiek nieskonczonosci,

2) obliczamy granice iloczynu ciagéw, przy czym jeden ciag dazy do zera, a
drugi do nieskoniczonosci,

3) obliczamy granice sumy ciagéw, przy czym jeden skladnik dazy do +oo,
a drugi do —oo.
Opisane wyzej sytuacje stanowia tzw. symbole nieoznaczone. W przypadku sym-
boli nieoznaczonych nie mozemy natychmiast odpowiedzie¢ ile dana granica
wynosi. Musimy najpierw pozby¢ sie nieoznaczonosci. W przypadku dwoch pier-
wszych symboli nieoznaczonych skracanie danego utamka przez czynnik, ktory
powoduje, ze w mianowniku jest 0 lub co zwykle wyprowadza nas z sytuacji
nieoznaczonej. Dla symbolu 0 - oo ( obliczamy granice nh_)rrgo (an - by), przy czym

lim a, =01 lim b, = +00) przeksztalcenie
n—oo n—oo

S
3

ay, - by, =

@‘H‘

n

sprowadza symbol 0 - co do symbolu g, za$ przeksztalcenie

(=
3

anp - b, =

£

— do symbolu 2. Wreszcie w przypadku symbolu nieoznaczonego oo — oo sto-
sujemy jedna z trzech metod:

1) Jezeli wyrazy obu ciagéw sa ulamkami, to sprowadzamy je do wspdlnego
mianownika.

2) Jezeli wyrazy obu ciagdéw daja sie zapisaé¢ jako pierwiastki kwadratowe,
to korzystamy z wzoru

2 2
(an —by) (an + bn) (an)” — (by)

n_bn: = )
¢ an + by an + by

czyli rozszerzamy wyrazenie, ktorego granice obliczamy, przez sume odpowied-
nich pierwiastkéw.

3) W pozostalych przypadkach wylaczamy przed nawias czynnik, ktéry powo-
duje, ze jeden ze sktadnikéw dazy do nieskonczonosci.

W przyktadach zilustrujemy omoéwione tutaj metody.

Przyktad 4.21 a) Obliczymy granice lim (n2 —on — 3), Zauwazmy, e n® —

+00 na mocy umowy [0o - 00] = 00 oraz Ze bn + 3 — +00, bo [a - 0] = 0o oraz
[a+ o0] = co. W zwigzku z tym mamy tu do czynienia z symbolem nieozna-
czonym oo — 0o. Obliczajgc granice wylgczymy przed nawias wyrazenie n?

n— o0 n— oo n n2

lim (n2—5n—3): lim n? (1—5—3>,
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Zavwazmy, ze % — 01 % — 0, bo w obu ulamkach liczniki sq stale, wiec

ograniczone a mianowniki dezq do co. Zatem na mocy Twierdzenia [{.16] mamy

lim (1—5—3> =1.
n—o0 n  n?

W konsekwencji

b) Obliczmy teraz granice a, = %. Zauwazimy, ze licznik dgzy do

+00, bo [00 + 0] = 00 i [0 + a] = oo oraz, ze mianownik jest symbolem nieoz-
naczonym oo — 00, ktdry rozwigzujemy, jok w przykladzie a) i widzimy, Ze mia-
nownik dgzy do —oo. Zatem granica naszego ciggu daje symbol nieoznaczony
typu 2. Liczqc granice skrécimy ten ulamek przez n?, czyli przez wyraienie,
ktore powoduje, Ze mianownik dgzy do nieskoriczonosci

. om24+3n—-7 . 2431 2
lim ————— = lim —"—"= =—,
n—oo 4—|—n—3n2 naooﬁ—f—ﬁ—?) 3

na mocy Twierdzenia[f.16, bo ulamki wystepujgce w liczniku i mianowniku dqzig

do 0.
. . . 3 2_ . .
¢) Obliczmy granice ciggu a, = ﬁiﬁngs Znowu mamy do czynienia z

symbolem nieoznaczonym 2. Postgpujemy podobnie, jak w przyktadzie b)

lim im —
-1 -1

—n2 1 4,1
n—oo 1+mn n n—oo e -

3 2 _ 92 1— 5
7407 -5 . M—{OO}—[oo-(l)]—oo.

n2+1 n?—1

d) Obliczmy granice ciggu a, = . Analogicznie, jak w przy-

n+1 2n
. . . . , 2 . . 2_ .
kladzie c) pokazuje sie, Ze zardwno ’:1;"11, jak 1 % dazy do +oo. Zatem w

tym przykladzie mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym typu oo — 00.
Obliczymy te granice sprowadzajgc do wspdlnego mianownika

. n2+1 n2-1 . MmE+2m—n3—nZ4+n+1
lim — = lim
ConP=n?243n+1 o)
= lim :{—]
n—oo 2n2 4+ 2n 00
1 n—1+%+$7{00}7+

e) Obliczmy granice ciggu a, = /n+/n — \/n. Zavwaimy, Ze zardwno
vn, jak i \/n+/n deiy do +oo. Istotnie, z Przykladu d) mamy, Ze
V/n — oo i poniewaz dla kazdego n zachodzi nierdwnosé \/n < \/n—+ y/n, wiec
z Twierdzenia dostajemy \/n+/n — oco. Zatem w naszym przykladzie
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mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym oo—oo. Obliczymy naszq granice
rozszerzajqc przez wyrazenie \/n +/n+/n

| _ (Verva-va) (Vas Ve va)
,}Lngo( Hﬁ—ﬁ):n@; Ny A
n++n—n

/i

n
"ﬂ‘”\/n—i—\/ﬁ—&-\/ﬁ ”Hm\/n—i—\/ﬁ—l—\/ﬁ
00 . 1 . 1
= |:7i| == hm # == 11m —
o n—00 n++/n n— 00 n4+/n
. 1 1
= lim -

na mocy Twierdzenia[{.10
sin(n2+1)

f) Obliczymy granicg ciggu a, = ———. Zauwazimy, Ze cigg (sin (n2 + 1))

jest ograniczony i cigg (2n — 1) jest rozbiezny do +o00, wiec na mocy Twierdzenia

18 mamy
. sin (n2 + 1)
lim ———= =0.
n—oo  2n —1

4.4 Ciag arytmetyczny i geometryczny

Definicja 4.22 Cigg liczbowy (a,,) nazywamy arytmetycznym, gdy istnieje taka
liczba rzeczywista r, zwana roZnicg ciggu arytmetycznego, zZe dla kazdej liczby
naturalnej n spetniony jest warunek:

Ap4+1 = Qp + 7.

Ciag arytmetyczny jest calkowicie okreSlony przez swoj pierwszy wyraz i
roznice. Zachodzi mianowicie

Twierdzenie 4.23 Jezeli (a,,) jest ciggiem arytmetycznym o réinicy r to jego
n-ty wyraz opisuje sie wzorem

ap=a1+(n—1)r.
Dla ciggu arytmetycznego tatwo bada¢ monotonicznosé.

Twierdzenie 4.24 Cigg arytmetyczny (ay,) o rézZnicy r jest rosngcy (odpowied-
nio malejgcy) wtedy i tylko wtedy, gdy r > 0 (odpowiednio r < 0). Dla r =0
cigg (ay) jest staly.

Przykltad 4.25 a) Rozwaimy cigg arytmetyczny (a,) o pierwszym wyrazie a; =
2 i réznicy r = 3. Na mocy Twierdzenia[{.23 mamy wzdr na jego n-ty wyraz

an=24+(Mn—-1)-3=3n-1.
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Zatem pierwsze pieé wyrazow tego ciggu to

a; =2,
as =95,
az =38,
aq = 11,
as = 14.

Mozemy takze obliczyc setny wyraz tego ciggu
aijpo — 3-100 — 1 = 299.

b) Zatézmy, zZe cigg (an) zadany jest wzorem a,, = 5—"Tn. Pokazemy, Ze cigg
ten jest arytmetyczny. Wezimy dowolne n € N i obliczmy réznice

py1—ap =5-T(n+1)—5+Tn=-T7.
Z obliczen tych wynika, ze dla dowolnego n € N mamy
Gpt1 = Qp — 7.

W konsekwencji cigg (ay,) jest arytmetyczny o réznicy —7 na mocy definicji.
¢) Niech (ay,) bedzie ciggiem arytmetycznym. Zalézmy, Ze zachodzq zwigzki

a7 — as =8
{GQ'M o (4.9)

Wyznaczymy pierwszy wyraz © réznice ciggu (an). Stosujac Twierdzenie
mozemy warunks @ zapisaé w postaci

a1+67"7a172r =38
(a1+7’) (a1 +6T) =175

Z pierwszego z tych réwnan mamy 4r = 8, czyli r = 2. Podstawiajgc do drugiego
réwnania dostajemy
(a1 + 2) (a1 + 12) =T75.
Stqd
(a1)® 4 14a; — 51 = 0.
Pierwiastkami tego rownania sq a1 = —17 lub a1 = 3. Zatem istniejg dwa ciggi

arytmetyczne spelniajgce warunki @, mianowicie jeden o pierwszym wyrazie
—17 i rozZnicy 2 oraz drugi o pierwszym wyrazie 3 i roznicy 2.

Definicja 4.26 Cligg liczbowy (a,) nazywamy geometrycznym, gdy istnieje taka
liczba rzeczywista q, zwana ilorazem ciggu geometrycznego, ze dla kazdej liczby
naturalnej n spelniony jest warunek:

ap41 = Gn * 4.
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Ciag geometryczny jest catkowicie okreslony przez swéj pierwszy wyraz aj i
iloraz q. Zachodzi

Twierdzenie 4.27 Jezeli (a,,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie q, to jego
n-ty wyraz opisuje sie wWzorem
an =ay - ¢" L.

Przyklad 4.28 a) Rozwaimy cigg geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; =
2 i ilorazie ¢ = —%. Na mocy Twierdzenia mamy wzor na jego n-ty wyraz

1 n—1
n:2. —_— .
e (5)

Zatem pierwsze pieé wyrazow tego ciggu to

01:2,
2
a2=—§;
2
a3:§7
_ 2
=T
2
as = —.
> 81

Mozemy takze obliczyc setny wyraz tego ciggu

1 99
ajpo = 2- (3) .
gn+1

b) Zatéimy, ze cigg (a,) zadany jest wzorem a, = 5. PokaZemy, Ze cigg

ten jest geometryczny. Weimy dowolne n € N ¢ obliczmy iloraz

n+2

An41 o 2:_3571,+1 . 3n+2 25” _§
n I P N

Z obliczen tych wynika, Ze dla dowolnego n € N mamy

3
Un41 = Gn - 5
W konsekwencji cigg (ay) jest geometryczny o ilorazie % na mocy definicji.
¢) Niech (ay,) bedzie ciggiem geometrycznym. Zaldzmy, ze zachodzq zwigzki

{a2+a5a4 =10 (410)

as + ag — as =20
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Wyznaczymy pierwszy wyraz i iloraz ciggu (a,). Stosujgc Twierdzenie
mozemy warunks zapisaé w postaci

a1g+a1g* —arg® =10
a1q® + a1¢® —a1g* =20

Wylgczajac wspdlne czynniki przed nawias w obu rownaniach mamy

a1q (1—|—q3 —q2) =10
a1q> (1 +q - q2) =20

Z pierwszego rownania mamy

10
1+¢*—¢=— (4.11)

arq
(a1q # 0, bo gdyby ktérykolwiek z czynnikéw byl zerem, to natychmiast z pier-
wszego réwnania otrzymalibysmy sprzecznoéé 0 = 10). Podstawiajge do drugiego

réwnania dostajemy
5 10

aiq” - = 20,
a1q
czyli
10q = 20,
a wiec
q=2.
Podstawiajgc tak otrzymane q do mamy
5
1+48—-4=—.
ay
Zatem
a; = 1.

Ostatecznie warunki (4.10) spelnia cigg geometryczny o pierwszym wyrazie a; =
1 i dlorazie ¢ = 2.

4.5 Sumy czesSciowe ciggow
Niech (a,) bedzie dowolnym ciagiem.
Definicja 4.29 Cigg (S,) zdefiniowany wzorem

S,=a1+as+ ...+ a,

lub rekurencyjnie wzorams
Sl = ax
Sn—i—l = Sn + An+41

nazywamy ciggiem sum czesciowych ciggu (an). Jego n-ty wyraz S, nazywamy
n-tg sumg czeSciowgq.
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W przypadku niektérych ciagéw dysponujemy wygodnymi wzorami na n-
ta sume czesciowa. Do takich przypadkéw naleza ciagi arytmetyczne i geome-
tryczne.

Twierdzenie 4.30 Jezeli (ay,) jest ciggiem arytmetycznym, to jego n-ta suma
cze$ciowa wyraza sie wzorem

a1 + ap
-n

Sy = 5

(4.12)

Twierdzenie 4.31 Jezeli (a,,) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie q, to jego
n-ta suma czeSciowa wyraia sie wzorem

A2 dlag#1
Sn = a1 1—q q . 4.13
{ n-ay dlag=1 ( )

Przyklad 4.32 a) Obliczymy sume wszystkich liczb naturalnych nieparzystych
niewiekszych od 451. Zauwazimy, zZe liczby naturalne nieparzyste tworzqg cigg
arytmetyczny o pierwszym wyrazie 1 1 réznicy 2. Suma, ktorg chcemy obliczyé
jest 226-tq sumq czeSciowq tego ciggu. Zatem zgodnie z wzorem mamy

14 451
451 06 — 9262 = 51076.

Sao6 =

b) Niech (a,) bedzie ciggiem arytmetycznym. Obliczymy 6-tg sume czesciowg
tego ciggu wiedzgc, Ze
a1 +as = 26
{ ag - Ay = 160

Na mocy Twierdzenia[{.27 uklad powyzszy mozemy zapisaé w postaci

a1 +ay +4r =26
(a1 4+ r) (a1 + 3r) = 160

lub réwnowaznie

a1 =13 —2r
(13 —7) (13 +r) = 160
Z drugiego réwnania mamy
169 — r* = 160
=9

r=3 VvV r=-3.

Wstawiajac do pierwszego réwnania dostajemy odpowiednio
ap =7, gdyr =3,

a; =19, gdy r = —3.
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Sq wiec dwa ciggi arytmetyczne spelniajgce zadane warunki. Pierwszy z tych
ciggéw oznaczmy przez (an), za$ drugi przez (a). Do obliczenia 6-tej sumy
czesciowe] musimy obliczyé ag:

G =19+5-(—3)=4.

Ostatecznie 6-ta suma czeSciowa wynoss

7422
Se= "% =87
2
fub 1944
S = -6 =69.
2
¢) Dla ciggu geometrycznego (ay) o ilorazie ¢ = —% obliczymy sume pier-

wszych szesciu wyrazow, wiedzge, ze ap = % Skorzystamy bezposrednio z ,
przy czym uzyjemy pierwszego wzoru, bo q # 1. Mamy wiec

oL 1-(%)° 12 1\ 16 _2
‘T2 1-(-1) "23 64) 3 64 64

d) Niech (ay,) bedzie ciggiem geometrycznym. Znajdziemy dla tego ciggu aq
oraz iloraz q, wiedzgc, Ze
a; — a4 — 31, 5
{ S3 =10,5

Korzystajgc z oraz z Twierdzenia otrzymujemy uktad réwnan

{ a; —a-¢> =315

a L =105

Z pierwszeqo TOWNANia Wyznaczamy

31,5

— 4.14
e (414

ap =

przy czym zauwazamy, ze 1 — ¢ # 0, bo gdyby bylo zerem, to q byloby jedynkq

1 cigg bylby staly, wiec warunek a1 — aqy = 31,5 bylby niemozliwy. Podstawiajgc
wyliczone a1 do drugiego réwnania dostajemy

31,5

I—gq

1-g=3

=10,5

q=—2.
Podstawiajgc otrzymane q do réwnania dostajemy

31,5

= —4,5.
1-8 ’

ai
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4.6 Suma wszystkich wyrazéw
ciagu geometrycznego

Niech (a,) bedzie ciagiem geometrycznym. Ze wzgledu na wzér na n-ty wyraz
tego ciagu widzimy, ze aby obliczy¢ granice tego ciagu wystarczy wiedzie¢ ile
wynosi granica ciagu (¢"). Zachodzi nastepujace twierdzenie

Twierdzenie 4.33

0 > g9dy lq <1

. 1 gdyqg=1
n __ )

nhl{looq o 00 ,gdy g>1

nie istnieje , gdy q < —1

Widaé wiec, ze ciag (¢™) jest zbiezny wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ € (—1;1).
Ponadto widaé, ze jezeli ¢ € (—1;1), to ciag geometryczny (a1¢™ ') jest zbiezny
do zera, jesli zas ¢ = 1, to ciag geometryczny (alq”’l) jest staly i jego granica
wynosi a;.

Zdefiniujemy teraz sume wszystkich wyrazéw ciggu nieskonczonego.

Definicja 4.34 Niech (a,) bedzie dowolnym ciggiem. Sumgq wszystkich jego
wyrazow bedziemy nazywali granice
S = lim §,,
n—oo
gdzie (Sp) jest ciggiem sum czeSciowych ciggu (ay), o ile ta granica istnieje i
jest skoriczona.

Okazuje sie, ze w przypadku ciggu geometrycznego doktadnie wiadomo kiedy
taka sume da sie obliczy¢ i jakim sie ona wyraza wzorem. Wynika to wprost z
Twierdzenia[£.33] gdyz jedynym zmiennym skladnikiem prawej strony wzoru na
n-tg sume czesciowy ciggu geometrycznego jest ¢", a o granicy takiego wlasnie
ciggu méwi Twierdzenie [£:33]

Twierdzenie 4.35 Niech (a,) bedzie ciggiem geometrycznym o ilorazie q. Su-
ma wszystkich wyrazéw ciggu (a,) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy |q| < 1. Jezeli
ten warunek jest spelniony, to suma wszystkich wyrazéw ciggu (a,) wyraza sie

wzorem
ai

Przyklad 4.36 o) Znajdziemy sume wszystkich wyrazéw ciggu geometrycznego

x/§+11\/§—1
N Ethy st b

lloraz tego ciggu geometrycznego wynosi

VBl VB
TR V3+1
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V3-1

Zavwazimy, ze \/§+1‘ < 1. Zatem na mocy Twierdzenia |4.39 istnieje suma

wszystkich wyrazow danego ciqggu i wWYnosi ona

g B VBl VBl
T V31 1 2
1 V3+1 V31

4+2v3 _ (4+2V3) (V3+1)

2(V3-1)

_6V3+10  3V3+5
42

W~

b) Wyznaczymy cigg geometryczny (a,), wiedzqc, ze

Sy =333
S =36

Oczywiscie poniewaz z zatozZenia istnieje suma wszystkich wyrazow naszego ciggu,
wiec z Twierdzenia wiemy, ze q € (—1;1). Korzystajgc z wzordw na sume
czesciowq 1 sume wszystkich wyrazéw dostajemy uklad rownan

4

aj - __qq =33
u = 36

1—q

"

] 0o

Podstaunajec z drugiego rownania wyrazenie 1ajq do pierwszego otrzymujemy
rownanie

3
. j— 4 — —
36-(1—q) 334,

skqd
135 1
1_q4:ﬁ.7
1 36
135 9 1
4 _ —_—_— = = —
=l Td T 16
Stad
b, o1
1=5 1= 75

za$ dla q = —% mamy
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Otrzymalismy wiec dwa ciggi spelniajgce warunki zadania:

999
(18797 57 17 gu ) ’

27 27 27
4,-27, =, - =, =— ...
<57 7727 4’8’)

¢) Rozwigzemy rédwnanie
T 2z 3z ne 1
FF+3F 4374+ .. +3 +...:§.

Zauwazimy, Ze lewa strona naszego rownania jest sumg wszystkich wyrazow ciggu
geometrycznego o pierwszym wyrazie a; = 3% 1 ilorazie
3(n+1)z

= = 3*.
q 3774@

Aby méec mowié o sumie wszystkich wyrazéw tego ciggu, zgodnie z Twierdzeniem

[£-38, musimy zastrzec, by
137 < 1

-1<3" <1
1 poniewaZ pierwsza z tych nierownosci jest prawdziwa dla wszystkich x € R,
wiec pozostaje rozwiqzac nierownosé

3% < 1.

Stgd © < 0 i za pomocq tej nieréwno$ci mamy okreslong dziedzine D naszego
réwnania. Korzystajgc teraz ze wzoru na sume wszystkich wyrazow ciggu geo-
metryczneqo, z tresci zadania dostajemy rownanie

37 1
1-3> 27

Przeksztalcajge to rownanie otrzymujemy kolejno

2.3"=1-3"
3-3" =1
3Tt =30,

Z roznowarto$ciowosci funkcji wyktadniczej mamy
z+1=0,

czyli
x=-1€D.

Zatem nasze rownanie ma dokladnie jeden pierwiastek x = —1.
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4.7 Indukcja matematyczna
Zachodzi nastepujace twierdzenie zwane twierdzeniem o indukcji zupelnej:

Twierdzenie 4.37 Niech T (n) bedzie formq zdaniowq, ktdrej dziedzing jest
zbior liczb naturalnych N. Zalézmy, Ze spelnione sq nastepujgce dwa warunki

1. Zdanie T (1) jest prawdziwe;
2. Dla dowolnego n € N prawdziwa jest implikacja T (n) = T (n+1).
Woéwezas dla kazdej liczby naturalnej n zdanie T (n) jest prawdziwe.

W zalozeniu 2. powyzszego twierdzenia zdanie T (n) bywa nazywane zaloZe-
niem indukcyjnym, zas$ T (n + 1) — tezq indukcyjng.

Czasami podstawianie do formy zdaniowej T' pierwszych liczb naturalnych
1,2,3, ... daje zdanie falszywe, dopiero ktéras z kolei liczba naturalna spelnia te
forme. W zwiazku z tym mamy nastepujaca wersje powyzszego twierdzenia

Twierdzenie 4.38 Niech T (n) bedzie formq zdaniowq, ktdrej dziedzing jest
zbior liczb naturalnych N. Zalézmy, Ze spelnione sq nastepujgce dwa warunki

1. Zdanie T (ko) jest prawdziwe dla pewnej liczby naturalnej ko;

2. Dla dowolnego n € N takiego, ze n > ko prawdziwa jest implikacja
Tn)=T(Mn+1).
Woéwezas dla kazdej liczby naturalnej n > ko zdanie T (n) jest prawdziwe.

Powyzszych twierdzen uzywamy do dowodzenia wielu twierdzen méwiacych
o liczbach naturalnych.

Przyklad 4.39 o) Wykazemy, ze dla kazdej liczby naturalnej n zachodzi réw-
nosé

n(n+1)(2n+1)

6 .
Formg zdaniowg T (n) w naszym przykladzie jest wlasnie powyzsza réwnosé.
Sprawdzimy, czy podstawienie do tej formy w miejsce n jedynki daje zdanie
prawdziwe. Obliczymy lewq strone i prawg strone naszej rownosci dla n = 1:

124224324+ ... +n%=

L, =12 =1,
11+1)(2-1+1 2-
p_l04DE 1+ 23
6 6
Zatem Ly = Py, czyli zdanie T (1) jest prawdziwe i spelnione jest zalozenie

1. Twierdzenia [{.57 Sprawdzimy teraz, czy spelnione jest zaloZenie 2. tego
twierdzenia. Weimy dowolng liczbe naturalng n. Mamy pokazaé, prawdziwosé
pewnej implikacji. poniewaz implikacja jest zawsze prawdziwa, gdy ma falszywy
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poprzednik, wiec mozemy od razu zalozyé, Ze zdanie T (n) jest prawdziwe, czyli
zaktadamy prawdziwosé zatozZenia indukcyinego

(n+1)(2n+1)
6 .
Aby implikacja o prawdziwym poprzedniku byla prawdziwa, musi mieé prawdziwy

nastepnik, a wiec wykorzystujec zatozenie indukcyjne musimy pokazaé prawdzi-
wos¢ tezy indukcyjnej:

7124224324 4n2="

2 _ (n+1)(n+2)(2n+ 3)
6

(to jest nasze zdanie T (n+1)). Dla udowodnienia prawdziwosci tezy induk-
cyjnej wezZmiemy jej lewg strone i bedziemy przeksztalcaé dotqd az dojdziemy
do prawej strony. Miejsce, w ktorym skorzystamy z zatozZenia indukcyjnego zaz-
naczymy literg Z nad znakiem rownosci

T:12422 432+ .. 4+n*+(n+1)

1) (2 1
Lnﬂ:12+22+32+...+n2+(n+1)2én(njL )6(n+ )+(n+1)2
1 1
:”g [n(2n+1)+6(n+1)]:%(2712—#771—#6)
1 1 2)(2
:”Z .2(n+;)(n+2)(n+ )(nz A n+3):Pn+1;

gdzie w koncowych przeksztalceniach wykorzystaliémy postaé iloczynowq troj-
mianu. Zatem przy zaloZeniu, Ze prawdziwe jest zdanie T (n) otrzymalismy praw-
dziwos¢ zdania T (n+ 1), wiec spelnione jest zalozZenie 2. Twierdzenia .
Poniewaz spelnine sqg zalozenia tego twierdzenia, wiec mozemy z niego skorzys-
taé. Na mocy Twierdzenia zdanie T (n) jest prawdziwe dla kazdej liczby
naturalnej n, czyli dla kaidego n € N prawdziwa jest rownosé

nn+1)(2n+1)
G .

b) Wykazemy, Ze dla kazdej liczby naturalnej n spelniona jest nieréwno$é

124224324+ ... +n%=

(1+a)" > 1+ na,

gdzie a > —1. Nierownos$¢ te w literaturze nazywa sie nieréwnosciqg Bernoullego.
Nasza forma zdaniowa T (n) ma teraz postaé powyzszej nieréwnosci. Spraw-
dzimy, czy podstawienie jedynki w miejsce n do tej formy zdaniowej daje zdanie
prawdziwe.

Li=(1+a)'=1+a,
P1:1+1'0,:1+a~

Zatem Ly > Py, czyli zdanie T (1) jest prawdziwe — spelnione jest zalozenie 1.
Twierdzenia , Wezmy dowolng liczbe naturalng n i zalézmy, ze zdanie T (n)
jest prawdziwe

Z:(1+a)" >14+na.
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Wykazemy, ze prawdziwe jest przy powyiszym zaloZeniu zdanie T (n + 1), czyli
teza indukcyjna
T: (1—|—a)n+1 >14+(n+1)a.

Zacznigmy od lewej strony:

z
Lppi=(1+a)"" =(1+a)"(1+a)> (1+na)(1+a)
=l4+nata+na®>>1+na+a=1+n+1)a= Py,

gdzie nieréwnosé (1+a)” (1+a) > (1+na) (1 + a) uzyskalismy mnozgc stro-
nami prawdziwg, na mocy zaltozenia indukcyjnego, nieréunosé (1+a)" > 1+na
przez dodatnie wyrazenie 1+a (w warunkach zadania bylo zalozenie, ze a > —1),
za$ nieréwnosé 1+ na +a+na® > 1+ na + a uzyskalismy dodajgc do obu stron
prawdziwej nieréwnosci na® > 0 wyrazenie 1 + na + a. W konsekwencji teza
indukcyjna jest prawdziwa przy zalozZeniu prawdziwosci zaloZenia indukcyjnego.
Spelnione jest wigc zalozenie 2. Twierdzenia[[.373 Na mocy tego twierdzenia dla
kazdej liczby naturalnej n prawdziwe jest zdanie T (n), czyli dla kazdego n € N
zachodzi nierownosé Bernoulli’ego.

c) Wykazemy, zZe dla kazdej liczby naturalnej n liczba 4™ + 15n — 1 jest
podzielna przez 9. Zauwwazmy, ze podana podzielnos$é oznacza, Ze

\/4”+15n—1:9kn.
kn€Z

Zatem ta wlasnie formula jest naszq forma zdaniowq T (n). Sprawdzamy prawdzi-
wosc zdania T (1), czyli pytamy, czy istnieje liczba calkowita ky taka, Ze

41 4151 =1 = 9k;. (4.15)

Poniewaz lewa strona ostatniej rowno$ci wynosi 18, wiec widaé natychmiast, zZe
wystarczy potozyé k1 = 2, aby powyzsza rownosé byla prawdziwa. Zatem istnieje
catkowite ki takie, Ze zachodzi rownosé , czyli forma T (n) spelnia zaloZe-
nie 1. Twierdzenia[{.37 Wezmy teraz dowolng liczbe naturalng n i zalézmy, ze
prawdziwe jest zdanie T (n), czyli

7 \/4”+15n—1:9kn.
kn€Z

Pokazemy, ze prawdziwe jest zdanie T (n + 1), czyli

T: \/ 4" 4+15(n+1) — 1=k
kny1€Z

Rozwazmy lewq strone réwnosci
Lny1 =4" 4+ 15(n+1)—1=4-4" 4+ 15n + 14

=4.4" +4-(15n—1)—4- (15n— 1) + 15n + 14
=4 (4" +15n — 1) — 45n + 18.
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Zavwaimy, Ze wyrazenie wystepujoce w nawiasie pokrywa sie z lewq strong
rownosci wystepujecej w zatozeniu indukcyjnym. PoniewaZz zakliadamy, zZe za-
tozenie indukcyjne jest prawdziwe, wiec na mocy tego zatozenia istnieje liczba
catkowita ky, taka, ze 4™ +15n — 1 = 9k,,. Zatem mamy dalej na mocy zalozenia
indukcyjnego

Lyt =49k, —45n + 18 =9 (4k, —5n + 2).

Zavwazimy, ze 4k, —5n+2 € Z, bo k, € Z in € N C Z. W konsekwencji, definiu-
jac kny1 jako rowne 4k, —dn+2, otrzymujemy, zZe istnieje liczba caltkowita kyy1
taka, ze 4"T1+15 (n+ 1) — 1 = 9k, 1. Spelnione sq wiec zatozenia Twierdzenia
[4.37 Na mocy tego twierdzenia prawdziwe jest zdanie

AV 4"+ 150 — 1 =9k,

neNk,, €Z

czyli dla kazdego n € N liczba 4™ + 15n — 1 jest podzielna przez 9.

d) Uzywajgc twierdzenia o indukcji zupelnej wykazemy wzér na n-ty wyraz
ciggu arytmetycznego. Pokazemy wiec, Ze jezeli (ay,) jest ciggiem arytmetycznym
o réznicy r, to dla kaidego n € N zachodzi réwnosé

anp=a;1+(n—-1)-r.
Sprawdzamy prawdziwosé tego wzoru dla n = 1:

leal)
P1:a1+(1—1)-r:a1.

Zatem L1 = Py, czyli wzor jest prawdziwy dla n = 1 i spelnione jest zaloZenie
1. Twierdzenia[.37 Wezmy dowolng liczbe naturalng n i zaldzmy, ze wzor jest
prawdziwy dla n, tzn. prawdziwe jest zdanie

Z:iap=a1+(n—-1)-r.
Pokazemy prawdziwo$é tezy indukcyjnej
T:ap41 =a1 +nr.
Wezmy lewq strone tezy. Na mocy definicji ciggu arytmetycznego mamy
Loj1=Gni1=an+rZa1+n—1)r+r
=a1+(n—14+1)-r=a; +nr=Pyy1.

Zatem teza indukcyjna jest prawdziwa i speinione jest zaloZenia 2. Twierdzenia
[£-37 Na mocy tego twierdzenia dla kazdego n € N prawdziwa jest réwnosé

an=a1+(n—1) r.

e) Uzywajgc twierdzenia o indukcji zupelnej wykazemy wzor na n-tg sume
czedciowq ciggu geometrycznego o ilorazie q # 1. Pokazemy wiec, ze jezeli (ay,)
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jest ciggiem geometrycznym o ilorazie ¢ # 1, a (S,) jest ciggiem jego sum
czesciowych, to dla kazdego n € N zachodzi réwnosé

Sprawdzamy prawdziwosé tego wzoru dlan = 1:

L =51 =ay,
1— 1
P1:CL1 4 =aj.
1—g¢

Zatem Ly = Py, czyli wzor jest prawdziwy dla n = 1 i spelnione jest zaloZenie 1.
Twierdzenia [{.37 Wezmy dowolng liczbg naturalng n i zaldzmy, zZe prawdziwe
jest zdanie

1—qg"
Z : Sn = a1 4 .
l—gq
Pokazemy prawdziwo$é tezy indukcyjnej
1— qn+1
T: Sn+1 = (7,117
—q

Wezmy prawgq strone tezy. Na mocy wzoru na n-ty wyraz ciggu geometrycznego
1 rekurencyjnego wzoru opisujgcego cigg sum czesciowych mamy

1_qn+1 1_qn+qn_qn+1
Py :allizéh
—q 1-g¢
1_ n n 1_
_ g i, 1 q)g5n+m,f
1—g¢ 1—g¢

- Sn + Ap+1 = Sn—i—l - Ln+1~

Zatem teza indukcyjna jest prawdziwa i speinione jest zatozZenie 2. Twierdzenia
[£-37 Na nocy tego twierdzenia dla kazdego n € N prawdziwa jest réwnosé




Rozdziat 5

Granica i cigglos¢ funkcji

5.1 Pojecie granicy funkcji

Poznalismy juz pojecie granicy nieskonczonego ciagu liczbowego. Ciag taki, jak
wiemy, jest funkcja specyficzna — jej dziedzina jest zbiér liczb naturalnych. Tym
razem chcemy méwi¢ o granicy w odniesieniu do funkcji okreslonej na dowol-
nym podzbiorze zbioru liczb rzeczywistych, ktérej wartosci beda takze liczbami
rzeczywistymi. Zatem bedziemy zajmowac sie granica funkcji rzeczywistej zmi-
ennej rzeczywistej.

Niech f: Dy — R bedzie dowolng funkcja i niech xy oznacza pewna liczbe,
a wiec jaki$ punkt na osi liczbowej. Zalézmy, ze kazde sasiedztwo S (x) liczby
xo zawiera punkty zbioru Dy.

Definicja 5.1 Mdéwimy, zZe funkcja f ma w punkcie x¢ granice wladciwg (odpo-
wiednio niewladciwg) réwng liczbie g (odpowiednio +00), gdy dla kazdego ciggu
(zn) argumentdw funkcji f zbieznego do g, o wyrazach réznych od zg, odpowiada-
Jacy mu cigg (f (x,)) wartodei funkcji dgzy do g (odpowiednio do +00). Piszemy
wowczas ylin; f(x) =g (odpowiednio xlin; f(x) =+o0).

C— X0 —X

Zgodnie z powyzsza definicja, dla udowodnienia nieistnienia granicy funkcji
f w punkcie xp mozna wybraé z dziedziny dwa ciagi (z/,), (z!/) zbiezne do xg
i takie, ze 7li_)m fal) # llm f (), albo jedna z tych granic istnieje, a druga
nle 13 oo n [ee]

Na rysunku (Rys. 5.1) przedstawiamy ilustracje powyzszej definicji.

Zauwazmy, ze z zalozenia uczynionego przed definicja granicy funkcji wynika,
ze x( jest granica przynajmniej jednego ciagu argumentéw o wyrazach réznych
od zg. Zauwazmy dalej, ze w przypadku, gdy dziedzina funkcji f zawiera jakie$
sasiedztwo punktu xg, to oczywisciwe spetnione jest zalozenie uczynione przed
definicja granicy.

Przyktad 5.2 Korzystajec z definicji wykazemy, ze funkcja dana wzorem

f) =5

129
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A A
y y |
I
SO = / I
I
i = :
| | |
f(xn) _____ | : : © :
: : | : f |
! |
fol -/ ol :
|
DA [ | | !
|
o fo)f -~ AR
| | | I | | |
L L , W= . .
0 xl.X2...xn — xO X3 X 0 x1 XZ ...xn—>x0 X
Granica wlasciwa w punkcie x; Granica niewtasciwa + oo w punkcie x,,
Rys. 5.1

ma w punkcie xog = 2 granice réwng 1. Dziedzing funkcji f jest zbior Dy = R\
{-1,1}, wiee, jak latwo widaé, sqsiedztwo (1;2)U(2;3) liczby xg = 2 jest zawarte
w dziedzinie naszej funkcji. Niech (x,) bedzie dowolnym ciggiem argumentéw
funkcji f takim, Ze nh—{lgo Tp = 2, przy czym dla kazdego n € N mamy x,, # 2.
Zgodnie z definicjg obliczymy teraz granice ciggu odpowiednich wartosci funkcyi.
Korzystajac z poznanych twierdzen o granicach ciggow otrzymujemy

. . 2z, —1 3
S )= ey =3 =t
Z dowolnoéci wyboru ciggu (x,) wnioskujemy, ze ileQ iﬁ:i =1.

Warto podkresli¢, ze funkcja f moze nie byé okreslona w punkcie xg, w
ktorym badamy istnienie granicy. Jesli jednak f jest okreslona w xg, to wartosé
funkcji w tym punkcie nie ma wpltywu na jej granice w punkcie xg.

Przyktad 5.3 Obliczymy z definicji granice funkcji f danej wzorem f(x) =
‘"’;2:11 w punkcie xg = 1. Dziedzing funkcji f jest zbior Dy = R\ {1}. Widaé, Ze
dziedzina zawiera pewne sgsiedztwo (np. (0;1) U (1;2)) punktu xg. Niech (x,)

bedzie dowolnym ciggiem argumentow funkcji f takim, ze lim =z, = 1. Otrzy-

mujemy
. xi—-1 (D +1)
S = e =T o T =2

. a2
Zatem lim % 11 =
r—1 T~

punkcie xo = 1, to granica tej funkcji w punkcie xo = 1 pozostanie bez zmian.

2. Gdybysmy dodefiniowali (w dowolny sposéb) funkcje f w
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Granica funkcji w punkcie zalezy nie od wartosci funkcji w tym punkcie, lecz od
zachowania sie funkcji ”blisko” rozwazanego punktu.

Zalézmy teraz, ze kazde sasiedztwo lewostronne S~ (zg)(odpowiednio pra-
wostronne ST (z¢)) punktu z¢ zawiera punkty dziedziny Dj.

Definicja 5.4 Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xo granice wilasciwg lewo-
stronng (odpowiednio prawostronng) réwng liczbie rzeczywistej g, gdy dla kazdego
ciggu () argumentow funkcji f zbieznego do xo, o wyrazach mniejszych (odpo-
wiednio wiekszych) od xq, odpowiadajacy mu cigg (f (x,)) wartodci funkcji jest
zbiezny do g. Piszemy wéwczas lim f (x) = g (odpowiednio 1irn+ fx)=g).

T—x, Ty

Na rysunku zilustrujemy granice wlasciwg lewostronng i prawostronng

Soxp)

Sixy)

Rys. 5.2

Przyklad 5.5 a) Pokazemy, Ze funkcja moze nie mieé nawet granicy jedno-
stronnej. Rozwazmy funkcje f dang wzorem f(z) = sin%. Dziedzing funkcyi
f jest zbiér Dy = R\ {0}. Dziedzina zawiera kazde sgsiedztwo prawostronne
punktu 0, jest wiec sens mowi¢ o granicy prawostronnej w 0. PokazZemy, Ze ta

granica nie istnieje. Niech (x), (z2) bedqg ciggami zdefiniowanymi nastepujgco

1
/! 1"
x,=—, 2z, =———dlaneN.
"o 2nm’ " T4 2nm
Mamy z, > 0 i z]! > 0 dla kazdego n € N oraz lim z;, = lim 2 = 0.
n—oo n—oo
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Obliczajgc granice odpowiednich ciggow wartoSci funkcji f, dostajemy

. 1 . . .
lim sin — = lim sin2n7 = lim 0 =0,
n— oo {L',’n n— oo n— oo
o1 . ..m
lim sin — = lim sin (— + 2n7‘r> = lim sin — = 1.

Zatem nh_)rr;o fah) # nh_)rr;<> f (&), czyli nie istnieje granica prawostronna funkcji
f w punkcie xg = 0. W analogiczny sposéb mozna pokazaé, ze nie istnieje takze
granica lewostronna tej funkcji w xg = 0.

b) Rozwazmy funkcje f dang wzorem f(x) = x — ﬁ Dziedzing tej funkcji
jest zbiér Dy = R\ {0}. Oczywiscie kazde sgsiedztwo (sqsiedztwo lewostronne,
prawostronne) punktu xo = 0 zawiera si¢ w dziedzinie funkcji f. Mozemy zatem
obliczaé¢ w tym punkcie zarowno obie granice jednostronne, jak i granice naszej
funkcji. Zacznigmy od granicy lewostronnej. Niech (z,,) bedzie dowolnym ciggiem
argumentdw mniejszych od zera, dgzgcym do 0. Poniewaz x,, < 0, wiec |x,| =
—xy 1 obliczajgc granice ciggu wartosci otrzymujemy

lim f(x,)= lim <:cn Tn ) = lim (szrx") = lim (z,+1)=1.

Na mocy definicji granicy lewostronnej mamy wiec

lim f(z)=1.

z—0~

WeZmy teraz dowolny cigg (x,) argumentéw dodatnich, dgzgcy do 0. PoniewaZ
Xy > 0, wiee |xy| = xy, @ obliczajgc granice ciggu wartosci mamy

lim f(x,)= lim <xn— Tn ) = lim (xn—xn> = lim (z, —1)=-1.

Na mocy definicji granicy prawostronnej otrzymujemy wiec

lim f(z)=-1.

z—0t

Zauwazmy dodatkowo, Ze funkcja f mie ma granicy w punkcie xq = 0. Istot-
nie, jesli zdefiniujemy x,, = —%, to lim x, =0, x, #0 dlan € N ¢
n—oo

1 -1 1
lim f(z,)= lim <——1"> = lim (—-I—l) =1,
n—o00 n— oo n = n—00 n

n

za$ jesli zdefiniujemy xl, = X, to lim ), =0, ), #0 i

: ) , 1+ , 1
lim f(z;,)= lim (- —% )= lim (-—-1)=-1
n—oo n—oo \ N = n—oo \ N

Wskazalismy wiec dwa ciggi argumentow spelniajgce Zadane warunki takie, Ze
odpowiadagjgce im ciggi wartosci dgzqg do roinych granic. Zatem funkcja f nie
posiada granicy w punkcie xg = 0. Narysujmy wykres funkcji f
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—_

e

Rys. 5.3
W zwiazku z powyzszym przykladem mamy nastepujace
Twierdzenie 5.6 Jezeli kaZde lewostronne i prawostronne sgsiedztwo punktu
xo zawiera punkty dziedziny Dy funkcji f, to granica lim f(x) istnieje i ma
T—xo
warto$¢ g € R wtedy i tylko wtedy, gdy istniejq jednoczesnie granice jednostronne

lim f(x) oraz lim f(x)
T—Ty ar—mcar

1 obie majq warto$é g.

Przyklad 5.7 Niech f(z) = L. Funkcja f jest okreslona dla x € R\ {0}.
Pokazemy, Ze nie istnieje granica funkcji f w punkcie o = 0. Zauvwazmy naj-
pierw, ze istnieje sgsiedztwo S (0) (mp. (=1;0) U (0;1)) punktu 0, ktdre zawiera
sie w dziedzinie funkcji f. Jest wiec sens mowic¢ o granicy tej funkcji w 0. Niech
(x1,) bedzie dowolnym ciggiem o wyrazach ujemnych, dezgcym do 0. Wowczas

lim f(z)= lim — = —c0

n—oo n—oo I

na mocy Twierdzenia . Zatem lim f (x) = —oo. Podobnie, wezmy dowolny
r—0~

"

cigg (x') o wyrazach dodatnich, dezecy do 0. Wéwczas

1
lim f(z) = lim — = +o0.
n— oo n—oo 7

Zatem lim+f(z) = +oo. Widaé wiec, Ze lim f(x) # 1im+f(:17). Na mocy
z—0 z—0~ z—0
Twierdzenia [5.6 nie istnieje granica funkcji f w punkcie 0.

W dalszym ciagu zaktadamy, ze kazde sasiedztwo lewostronne S~ (x¢) (odpo-
wiednio prawostronne ST (zp)) punktu x¢ zawiera punkty dziedziny Dy.
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Definicja 5.8 Mowimy, Ze funkcja f ma w punkcie xo granice niewlasciwg
lewostronng (odpowiednio prawostronng) réwng +oo, gdy dla kazdego ciggu (x,,)
argumentéw funkcji f zbieznego do xg, o wyrazach mniejszych (odpowiednio
wiekszych) od xq, odpowiadajgcy mu cigg (f (x,)) wartodci funkcji jest rozbiezny
do +00. Piszemy wiczas lim f (x) = +oo (odpowiednio lirn+ f(z) = £o0).

T, T,

Definicje niewlasciwej granicy lewostronnej w z zilustrujemy na rysunku

A

y

S

Six)
Sxp)

Rys. 5.4

Zalézmy teraz, ze kazde sasiedztwo +oo (odpowiednio —co) zawiera punkty
dziedziny Dy funkcji f.

Definicja 5.9 Mdéwimy, Ze funkcja f ma w +o0o (odpowiednio —oc) granice g
(wlasciwg lub niewlasciwg), gdy dla kazdego ciggu (x,) argumentéw funkcji f
rozbieznego do +o0o (odpowiednio —oc ), odpowiadajecy mu cigg (f (xy)) wartosci
Junkcji dgzy do g. Piszemy wéwczas mkr}rloo f (x) = g (odpowiednio mli}rzloo fx)=

g)-

Na rysunku (Rys. 5.5) przedstawiamy przypadek wlasciwej granicy w +oo i
przypadek niewlasciwej granicy w 400
Przyklad 5.10 a) Rozwaimy funkcje f dang wzorem f (x) = 91”2;;% Dziedzing
funkcji f jest Dy = R\ {—1,1}. Zatem dziedzina ta zawiera pewne sgsiedztwo
punktu —oo (np. przedzial (—oo; —1)). Jest wiec sens mowié o granicy funkcji
f w —oo. Niech (x,) bedzie dowolnym ciggiem argumentéw dgzgcym do —oo.
Obliczmy granice ciggu warto$ci

2 14+ 1
T 1 00 o)
lim f (v,) = lim 220~ = (=] = lim % =1
n—o00 n—oo | — Tz o0 n—oo — —
W konsekwencji mamy Ili)r_noo fi‘;% = _1.
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Sxy)
f(x1)

\j

Rys. 5.5

b) Rozwazmy funkcje f dang wzorem f(x) = “j j‘ll, Dziedzing funkcji f
jest Dy = R\ {1}. Zatem dziedzina ta zawiera pewne sgsiedztwo +oo (np.
przedzial (1;00)). Jest wiec sens mowié o granicy funkcji f w +oo. Niech (x,,)
bedzie dowolnym ciggiem argumentow dgigcym do +oo. Obliczmy granice ciggu
wartosci

2 1 T +L
lim f(z,)= lim Tnt {OO} = lim 7171“2—1—00.
n—00 n—oo x, — 1 00 n—oo 1 — -
:v2+1

W kosekwencji mamy lim -5 = +oo.
Tr— 00
¢) Niech f () = sinx. Oczywiscie funkcja f jest okreslona dla wszyskich x
rzeczywistych. Pokazemy, zZe funkcja ta nie ma granicy w +oo. Niech (x))), (x!)
bedq ciggami zdefiniowanymi nastepujgco

x;:2n7r,x',{:g+2n7r dlan € N.

Mamy wtedy lim 2], = lim 2! = +o00. Korzystajac z wlasnodci funkcji sinus
n—oo

n—oo

otrzymujemy

lim f(z]) = lim sinz, = lim sin2nm =0,

n—oo n—oo n—oo

lim f(z)!) = lim sinz!, = lim sin (E + 2n7r) =1.

n—oo n—oo n—oo 2

Zatem lim f(x}) # lm f(z)), czyli nie istnieje granica funkcji f w +oo. W
n—oo n—oo

analogiczny sposéb mozna pokazad, Ze f nie ma granicy w —oo.



ROZDZIAL 5. GRANICA I CIAGEOSC FUNKCJI 136

Definicje granicy funkcji zaprezentowane powyzej pochodza od E. Heinego.
Wykorzystuje sie w nich pojecie granicy ciagu liczbowego. Granice (takze granice
jednostronne) funkeji w 2o mozna zdefiniowaé¢ w sposéb réwnowazny bez potrzeby
uzywania pojecia granicy ciggu. Takie podejscie zaprezentowal A. C. Cauchy.
Dla przyktadu sformulujmy definicje Cauchy’ego granicy witasciwej funkcji f w
punkcie zy € R.

Zalézmy, jak przed definicja Heinego, ze kazde sasiedztwo punktu x( zawiera
punkty dziedziny D; funkcji f.

Definicja 5.11 Mdéwimy, ze funkcja f ma w punkcie xg € R granice g € R,
gdy dla dowolnego otoczenia U (g) punktu g, istnieje sqsiedztwo S (xg) punktu
xg takie, ze jezeli x € S (xo) N Dy, to f(z) € U (g).

Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 5.12 Jezeli istnieje granica wilasciwa lub niewlasciwa funkcji f
wxo (g € R lub g = £00), to ma ona jednoznacznie okreslong wartosé.

Twierdzenie to dotyczy takze granic jednostronnych.

5.2 Obliczanie granic

Dzialania arytmetyczne na granicach wykonujemy zgodnie z nastepujacymi na-
turalnymi regutami, analogicznymi do regul znanych juz dla ciagdw.
Twierdzenie 5.13 Zaldzmy, Ze istniejg granice wlasciwe lim fi () = g1 oraz
T—XT0

lim fo (z) = go, to
r—xTo

(a) Jim [f1(z) £ f2 (2)] = g1 £ g2,

(b) Yim [f1 () f2(2)] = g1 g2,

(¢) lim 22 — 9 e g, £ 0,

B RB@ T e

(d) limg ., (f1 (x))fQ(x) = (91)%, o ile g1, g2 mie sq réwnoczesnie zerami.

Powyzsze rownosci pozostaja prawdziwe dla granic jednostronnych oraz gra-
nic w punktach nieskonczonych +o0o. Co wiecej, moga one by¢ rozszerzone na
przypadki, gdy jedna lub obie granice funkcji f1, fo sa niewtasciwe, jak rowniez,
gdy g2 = 0. Twierdzenia opisujace uogoélnione dzialania arytmetyczne na grani-
cach funkcji zapiszemy skrétowo za pomoca nawiaséw kwadratowych, aby za-
znaczy¢ umowny sens zachodzacych réwnosci (podobnie, jak to zrobili$émy dla
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ciagéw):
_ [+00 + o0] = +00
[glioo]_iooagdyQIER [—OO—OO]:—OO
g1 - 00] = too |, dla g; € (0;400) [(£o0) - (£00)] = +0
- Foo ,dlag € (-00;0)  [(#00) - (Fo0)] = —00
[ OO} =0, gdygleR
(2] = +oo , dla g € (0;+00) (o] = —oo , dla g; € (0;4+00)
"] —© ,dlag; € (—o0;0) 017 400 ,dlag; € (—o0;0)
[ = ioo Tl — Foo
(g =0, gdy g1 € (0;1) (91) 7| = oo, gdy g1 € (15+00)
(91)"™| = +oo, gdy g1 € (0;1) (91)">| =0, gdy g1 € (1;+00).

Symbole 07 i 0~ oznaczaja, ze go = 0 oraz odpowiednio fo (z) > 01lub f3 (z) < 0
na czesci wspdélnej dziedziny funkcji f i pewnego sasiedztwa (sasiedztwa jed-
nostronnego dla granic jednostronnych) punktu zo. Pamietajmy, ze jezeli w
powyzszych regutach wystepuje wiecej niz jeden znak typu foo lub Foo, to za-
wsze czytamy tylko albo gérne znaki +, —, albo tylko dolne. Zebrane tu reguty
dzialan arytmetycznych na granicach funkcji nie obejmuja tych przypadkdw,
gdy na istnienie i warto$¢ granicy istotny wplyw ma ”szybko$¢” zmian wartosci
funkcji fi i fo, gdy = dazy do xq.

Przyklad 5.14 Rozwazmy funkcje f1, fo, f3 zadane wzorami

fi@) = @)= fs(e) =

wszystkie okreslone na przedziale (1;+00). Jezeli x dgzy do +oo, to funkcja fi
"szybeiej” dgzy do 0 niz funkcja fo. Pordwnanie to jest wynikiem oczywistej
nierownosci

0< f1(z) < fo(x) dlaz e (1;+00).

Latwo widal, Ze

lim [fi (@) fa (@) =[0- (+oo)] = lim H=o

x—+00 T—+00 T
podczas, gdy

im [fy(2) - f3(2)] =[0- (+00)] = lim 1=1.
T——+00 T——+00
Mimo podobnego zachowania sie obu czynnikéw w badanych iloczynach (jeden
dqzy do zera, za$ drugi do 1), wartosci granic sq rézne. Widaé stqd, Ze symbol
[0- (+00)] nie ma okreslonej jednoznacznie wartosci.

Wyrazenia 28; ,Ji(@) fa(x), f1(x)— fa(x) nazywamy symbolami nieoz-
naczonymi przy x dazacym do xg, gdy ich zachowanie mozna opisa¢ umownie
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na jeden z nastepujacych sposobdw:

ol ] ol e,

o

przy czym znaki nieskoficzonosci oraz sposéb dazenia do 0 nie sa istotne (w
symbolu [0o — oo] obie nieskoficzonos$ci musza mieé ten sam znak). Te same
symbole nieoznaczone poznaliSmy w zwiazku z granicami ciggéw liczbowych.
Istnieja jeszcze inne symbole nieoznaczone (zwiazane z potegowaniem), ale nie
bedziemy sie nimi na razie zajmowac.

Praktyczna umiejetnos$é obliczania granic funkcji polega miedzy innymi na
eliminacji symboli nieoznaczonych na drodze trafnie dobranych przeksztalcen
algebraicznych, badz innych, bardziej zaawansowanych metod postepowania.

Przyktad 5.15 Obliczymy nastepujgce granice:
a) lim (42° — 223 +172?) = [+oo —oco+o00] = lim 2° (4 — % 4+ 1) =

2 3
T——+00 z— 400 T x
[+00- (4 —0—0)] = +o0.
2 7 3 7 3
b) lim 62’4703 _ {ﬂ} = lim @?(6+3-3%) _ lim Srter
zotoo  ATE > T—~+00 I2(f2*1) z—+oo LT
640-0] _ _
S50 | = 6.
3
¢) lim_ srtaga?t12 _ [doo] _ oy SOGTFEFIE) g BrhEtd
—3z3+21x +o00 oo 7"3(—34,-%) o 73+§1
—00+0+0 | _
{ 370 }—Jroo.
_ 107 _ 1 (m72)(x2+2x+4) T 2242744 12 _
1= [o] =lm — oy = im0 =1 =3
2
23 —z? 0 (z=1) _ 1 z? _ 17 _
¢) hm e = Lo] = lim TE = lim 2 = [5e] = oo
V2 7 4, 7
f) lim [eZ An+T +4z+7: |:+oo:| — lim T 1/1+ + _ |w|,/1+m+w2 _
7
VH 2 Jim \/ﬁ_mzl

w przykladzie tym przyy@lzsmy |z| = x, gdyz mozemy rozwazaé x > 0 przy
T — +00.

g) lim VLT [fﬂ] = lim ARV = lrlyiti sy
B ) ©] T i 2(3+2) A 2(3+2)
lim —Y "l . lim —Y Lot = —viit00 1
T——0Q :v( ;) TrT——00 ;) 3+0 3"
Tu przyjelismy |x| = —z, gdyz moZemy rozwazaé x < 0 przy x — —o0.
yre Y gay Y ( Y \ )
. . r24+1—x 2 +1+x
2 _ — _ —
Wt (-0 = oo = tip MEERCE
(Vm2+l)2—12 224122 _

lim = lim

. 1 T
zotoo V@ FI+r  pltoo VERHltw xl{r}.loo Vaiiita {JrOO} 0.
i) lim (Va2 +1—x) = [+00 + 00] = +00.
j) lm (Vz+2-2) = [oo—o0] = lim x(\/g— ) _

Tr—+00

[+00- (0 1)] = —oco.
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. 9 o 2 . . 2(\/m2—3—r) _
k) mEIPOO Vz2—3+z - |:+00700} - xEIPw ( w273+w)(\/w27371) -
. 2(vz2—3— .
Jim T = i [3 (V75 - 0)] = [ (hoo o)) = o,
: 22 —2x _ 0 _ : (1-2_2_7;)<\/§+‘ 1’2_1) _
l) }1_% \/:7,7 /12 —1 - I:O} - .11_{112 (\/571/93271)(\/54»«/2271) -
i (wz—Qz)(\/g-i-\/xQ—l) — (x2—2w)(\/§+\/12—1) — m(x—2)(\/§+\/aj2—1) .
;_% 3—(z2-1) - wl_)1n2 4—22 - ILI% —(z—2)(2+4z) -
. fr(\/ng\/zzfl) - 72(\/§+\/§) _
iLmQ 2tz = 1 = V3.
m)  lim (27 -5771) = [too—oo] = lim 5°((3)"-5) =
[+00- (0 —5)] = —o0.
co3mge _ [deo] o gy S HE) o (B)'+F _ oowo
") xEI—&r-loo 5v—1 7 [+O°} o xEToo se(l-gk) @ll,rfoo - 10— 0.
. 3¢ _ (21 (27427 41) . " .
o) lm 3=t = [0 = lm VTN gy (220 4 97 4 1) =
1+14+1=3. N .
p) lim 53242 — [8] — lim DD — fim (27 — 1) =2 — 1= 1.

Przyktad 5.16 Obliczymy nastepujgce granice jednostronne:
_[37_

) lim 222 —[2] = —oc.
) Jim £ =[] = +eo.

) N 2 = [§) = i Ml = o = [R] = oo
e) lim e = [gr] = —co.

f) i = =[] = —co.

Przy obliczaniu granic funkcji moga by¢ pomocne takze nastepujace twierdze-
nia:

Twierdzenie 5.17 (o trzech funkcjach) Niech funkcje f1, fa, f3 bedqg okreslone
na zbiorze D. Jezeli w punktach x zbioru D naleZgcych do pewnego sgsiedztwa
S (o) punktu xo zachodzi nieréwnodé

fi(@) < f2(2) < f3 ()

oraz lim fi (x) = lim f3(z) =g, g € R, to granica lim fo (x) istnieje i takze
T—xg

T—x T—To
jest rowna g.

Zachodzi takze odpowiednie twierdzenie dla granic niewtasciwych:

Twierdzenie 5.18 Niech funkcje f1, fo beda okreslone na zbiorze D. Zatlozmy,
Ze w punktach x zbioru D naleZgcych do pewnego sasiedztwa S (xo) punktu xg
zachodzi nieréwnosé

fi(x) < f2(z).
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Jezeli lim fy (x) = 400, to lim fo(z) = +oo. JeZeli lim fo(z) = —o0, to
r—X0o T—T0 r—X0

lim f; () = —o0.

T—x

Przyktad 5.19 UzZywajgc twierdzenia o trzech funkcjach pokazemy, Ze

lim sinx = 0.
rz—0

W tym celu pokazemy najpierw, Ze dla t € (0; g) zachodzi nierowno$c sint < t.

Istotnie, narysujmy w ukladzie wspolrzednych czesé okregu jednostkowego leZgcg
w I ¢wiartce tego ukladu oraz kgt o mierze t

Rys. 5.6

Widaé, Ze pole trdjkgta OAB jest mniejsze niz pole wycinka kotowego OAB.

Pole tego trojkgta wynosi %-12 -sint = Si;’t, bo dlugosc¢ promienia okregu wynosi

1. Z drugiej strony wynika stqd, Ze diugo$é tuku AB wynosi t. Zatem pole

wycinka kotowego OAB wynosi m - 12 - % = % Mamy wiec w konsekwencyi
nieréwnosé .
sint t
2 < 2’
czyli
sint < t.

Na oznaczenie miary kgta tylko chwilowo uzywalismy symbolu t, aby nie myli¢
go z oznaczeniem o0si odcietych. Mozemy juz wroci¢ do oznaczania argumentu
funkcji przez x. Mamy wiec nieréuwnosé

sinz < x
dla z € (0; g) 7 wlasnosci funkcji sinus wiemy, ze dla x € (0; %) spelniona
jest nierownosé

0 <sinz.
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W konsekwencyi dla x € (0; %) mamy nierownosé podwding

0 <sinz < z. (5.1)
Na mocy Twierdzenia dostajemy stqd

lim sinz = 0.

z—0+t
Jezeli teraz x € (—g; 0), to z mamy nierownosé
0 <sin(—z) < —z,
z nieparzystosci funkcji sinus dostajemy
0< —sinz < —x
1 mnozgc stronami przez —1 otrzymujemy
T <sinzx < 0.
Na mocy Twierdzenia 5. 17 mamy stqd

lim sinz = 0.
z—0~

Wykorzystujac teraz Twierdzenie [5.6| ostatecznie dostajemy
lim sinz = 0. (5.2)
x—0
Twierdzenie 5.20 Jezeli funkcja f1 jest ograniczona na zbiorze D N S (xg),
gdzie S (xg) jest pewnym sqsiedztwem punktu xo, a D jest dziedzing funkcji fi
oraz lim fo(x) =0, to
Tr—T0

lim [fy () - f2 (2)] = 0.

r—xQ
Powyzsze twierdzenie pozostaje prawdziwe, gdy x¢o = £oo.

Przykltad 5.21 Na podstawie powyzszego twierdzenia obliczymy granice funkcji
f danej wzorem

x COS2 xT

2 -1
w —o0. Przyjmijmy fi (x) = cosx oraz fao (v) = . Poniewaz 0 < cos?z <1
dla wszystkich x € R, wiec funkcja f1 jest ograniczona. Mamy takze

fla) =

2

1
0
T

Na mocy powyziszego twierdzenia wynika stqd, Ze

lim f(z)= lim f(z)f2(z)=0.

r——00
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Twierdzenie 5.22 (o granicy zloZenia funkcji) Niech zloZenie f o h bedzie
okres-lone na zbiorze zawierajgcym pewne sqsiedztwo S (xg) punktu xo. Jezeli

lim A (x) = ug,

T—T

przy czym h () # ug dla x € S(xg) oraz lim f(u) =g, to lim f(h(x)) =g.

Uu—rug T—xT0

Twierdzenia i sg takze prawdziwe dla granic jednostronnych
oraz dla granic w punktach niewtasciwych +oo.

Zauwazmy, ze z (5.2]), wzoréw ([2.13)), (2.6]) oraz twierdzenia o granicy zloze-

nia funkcji dostajemy
lim cosz = lim (1 — sin? E) =1, (5.3)
x—0 x—0 2

sinx 0
lim tgz = 1i =-=0. 5.4
i R cosz 1 (5-4)

Przykltad 5.23 Niech f (z) = ;;“fl Korzystajoc z Twierdzenia obliczymy

granice tej funkcji w +o0o. Wiemy, Ze —1 < sinz < 1 dla x € R. Stqed dostajemy

-1 < sinx < 1
22+1 2241 2241

dla x € R. Ponadto mamy

-1 -1
I =|—]=0
mLH;o1+x2 |:—|—()o:| ’

li 1 ! 0

im ——=|—/[=0.
z—o00 1 + 22 400

Zatem na mocy wspomnianego twierdzenia otrzymujemy

. sinx
lim =
z—oo g2 + 1

Warto zauwazyé, zZe rozwazang tu granice mozna takze latwo obliczyé na pod-
stawie Twierdzenia [5.20

W wielu zadaniach bardzo uzyteczne jest nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 5.24 Prawdziwa jest réwnosé

. sinz
lim

x—0 X

=1.

Przyktad 5.25 Obliczymy nastepujgce granice funkcji:

a) lim xsini = lim isinu= lim 2% =1, gdzieu = 1.
z—-+00 T u—ot Y u—0t Y r
: tgx _ 707 __ 13 sinz  __ 71; sinx | 1 1.1 _1
b) ili% 2 [O} - ill% 2 cos x —}:E%( T 2cos:v) =1 2 7 2
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¢) Tim s = [8] = T (22 ) = [1- k] = oo,

i indr _ 0] — in3z 1. 5 _
0 g = 11 g (5} o) -

. in3z 1. _ 1 _ 1.7_3

mll%l— 3.8371.5.@)_3.1.5.1_57

gdzie obliczajge np. granice lim —Sigjx skorzystalismy z Twierdzenia|5.22 Mia-
r—0~

nowicie funkcja x +— S23T jest réwna f o h, gdzie h(x) = 3z oraz f(u) =

3z
it - Ponjewaz lim h(xz) = lim 3x = 0 oraz lim f(u) = lim =1 na
“ z—0~ z—0 u—0~ u—0~

sin u
u
mocy Twierdzenia wige zgodnie z twierdzeniem o gramicy zloZenia mamy
lim sin3z __ 1

z—0~ ®

e) lim

cos2x—1 __ [07] _ 1i 1—2sin®z—1 S H
L8a—2 — 12| = lim /=3 2=2 — [im
20 T [ ]

0 z—0 x z—0
lim (—2sing - #82) = —2.0-1=0.
x—0 x ]
Zauvwazmy, ze w przykladach b) - e) korzystalismy z réwnosci , i
:

Przyklad 5.26 Niech f: R\ {0} — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

—2sin? z _
T

243 dlax<0

2_\;@ dla x>0

Sprawdzimy, czy funkcja f posiada granice w punkcie xq = 0. W tym celu
obliczymy granice jednostronne tej funkcji w zadanym punkcie. Dostajemy

lim f(z)= lim (2+3%) = [2+357]| = [2+37%] =240=2

r—0~ r—0—
oraz
. . 2+ 0 . a:(x+1)(2+\/4+$)
lim f(z)= lim ———=|—-| = lim
z—0+ e—0+ 2 — A+ x 0] a—or (2—-Vi+2z)(2+Vi+2)

z(x+1)(2+Vi+2) (z+1)(2+Vi+2)

z—0+ 4—(4+4x) z—0+ -1
= lim (~o—1) 2+ Vite)=(-1) (2+ \/1) — 4.

Zatem otrzymujemy lim f (x) # lier f (x), a stad wynika na mocy Twierdzenia
rz—0~ x—0

5.0, Ze rozwazana funkcja nie posiada granicy w punkcie xog = 0.

5.3 Ciaglosé funkcji

Niech f bedzie funkcja okre$long na zbiorze Dy C R oraz niech zy € Dy.
Wéwcezas musi zaj$é jeden z dwoch warunkéw: albo kazde jego sasiedztwo za-
wiera punkty z Dy, albo istnieje sgsiedztwo rozlaczne z Dy. W tych dwéch
przypadkach zdefiniujemy pojecie ciagtosci funkcji f w punkcie xg.
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Definicja 5.27 JeZeli kaZde sqsiedztwo punktu xo zawiera punkty zbioru Dy,

to méwimy, ze f jest ciggla w xg, gdy lim f(x) = f (xo). Dodatkowo przyjmu-
r—x0

jemy, ze funkcja f jest ciggla w kaZdym punkcie, ktory posiada pewne sqsiedztwo

roztgczne z Dy.

Jezeli kazde lewostronne i kazde prawostronne sasiedztwo punktu xy ma
niepusta cze$¢ wspdlng z Dy, to z przyjetej definicji i Twierdzenia [5.6] wynika,
ze f nie jest ciagta w x¢ € Dy, gdy

lim f(x)# lim+ f(x)

IE—>5E0 :c—>;c0

(przyjmujemy, ze powyzszy warunek zachodzi takze w przypadku, gdy ktéras z
granic (badz obie) nie istnieje) lub

istnieje granica lim f(z) =gig# f(x0).
T—T0

Na ponizszym rysunku przedstawiamy obie oméwione sytuacje

Rys. 5.7
W pierwszym ukladzie wspéirzednych mamy lim f(z) = g1 # g2 = lim+ I (z),

CEAKEO :EHCL‘O

za§ w drugim lim f (z) =g # f (o).
r—Xo
Przyklad 5.28 a) Sprawdzimy, czy funkcja [ zadana wzorem

fz) = 22 —2rx+4  diax<1
Tl —2%24+6x+3 dlax<1

jest ciggla w punkcie o = 1. W tym celu obliczymy najpierw granice jednos-
tronne funkcji f w punkcie xo. Otrzymujemy tatwo

lim f(z) = lim (2> —2z+4) =3

r—1— r—1—
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oraz
lim f(z)= lim (—2®+6x+3)=S8.
rz—1+t f ( ) rz—1t ( )
Wartosci granic jednostronnych sq rozne, co oznacza, ze nie istnieje granica
funkcji f w punkcie xo, a co za tym idzie funkcja ta nie jest ciggla w xg = 1.
b) Sprawdzimy, czy funkcja f zadana wzorem

sindz g1 £ 0
f(x)—{ T dlax=0
jest ciggla w punkcie o = 0. W tym celu obliczymy najpierw granice jednos-
tronne tej funkcji w punkcie o = 0. Uzywajgc metod uzytych w Przykladzie[5.25
d) dostajemy latwo
. sindx . sindx
lim = lim =3

z—0~ Sinx z—0+t sinx

Oznacza to, Ze funkcja f posiada granice réwng 3 w punkcie xg = 0. Mamy
jednak f(0) =1 # 3, co daje nam niecigglosé funkcji f w punkcie xg = 0.
¢) Sprawdzimy, czy funkcja f dana wzorem

% dla x <0
f(z)= % dlax =0
x~2’%+% dlax >0

jest ciggla w punkcie vy = 0. W tym celu obliczymy najpierw granice jednos-
tronne funkcji f w punkcie xq:

inZ 1 in £ 1 si 1
lim f(z)= lim 2 — lim (-SH;Q) = lim (-bmu> =3

r—0~ x—0~ X x—0—

oraz

lim f(z)= lim <x-2;+;>_ [O.Q_ﬁJrﬂ

z—0+ z—07+

—02—°°+1 —00+1—1
o 2| 2 2

Zatem granice jednostronne funkcji f w rozwaZanym punkcie sq réwne % Wobec
tego ma mocy Twierdzenia funkcja f posiada granice rowng % w punkcie
xg = 0. Mamy takze f (0) = 5, co daje rownosé

lim f(z) = f(0).
Zatem funkcja f jest ciggla w punkcie xo = 0.

Definicja 5.29 Jezeli kazde lewostronne (odpowiednio prawostronne) sqsiedztwo
punktu xg € Dy zawiera punkty dziedziny Dy funkcji f, to mowimy, Ze f jest
ciggla lewostronnie (odpowiednio prawostronnie) w punkcie xq, gdy

lim f(z) = f(z0) (odpowiednio lim+ f ()= f(z0) )

EHIO 1,‘—?1)0
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Twierdzenie 5.30 Jezeli kaide lewostronne i kazde prawostronne sgsiedztwo
punktu xo € Dy zawiera punkty dziedziny Dy funkcji f, to funkcja f jest ciggla
w xg wtedy i tylko wtedy, gdy jest jednoczesnie lewostronmie i prawostronnie
ciggla w tym punkcie.

Przykltad 5.31 a) Niech f: (—2;1) — R bedzie funkcjg okreslong wzorem

rz+2 dlaze(—-2;0)
f(x)_{ﬁ dla x € (0;1)

Oczywiscie istnieje sqsiedztwo punktu 0, na ktérym okreslona jest funkcja f, np.
S(0)=(-1;0)U(0;1). Mamy

lim f(z)= lim (z+2)=2,

z—0— z—0—
li =1 =0
Jim f(2) = lim V=0,

co oznacza, ze rozwazana funkcja nie jest ciggla w 0. Naszkicujmy jej wykres

Rys. 5.8
b) Niech f:(—=2;—1)U{(0;1) — R bedzie funkcjq okreslong wzorem

fz+2 diexe(—2;-1)
f(x){ﬁ dla z € (0;1)

Funkcja ta jet okreslona w punkcie 0 oraz w jego prawostronnym sgsiedztwie
ST (0) = (0;1) 4 istnieje lewostronne sgsiedztwo punktu 0 (np. S~ (0) = (—1;0)),
w ktorym f nie jest okreslona. Oznacza to, Ze cigglo$é funkcji f w punkcie O
jest rownoznaczna z jej prawostronng ciggtoscig w tym punkcie. Mamy

lim f(z)= 1im+\/§:():f(0),

z—0*t z—0

czyli funkcja f jest ciggla w 0. Naszkicujmy jej wykres



ROZDZIAL 5. GRANICA I CIAGEOSC FUNKC.JI 147

Rys. 5.9

Twierdzenie 5.32 Suma, réznica oraz iloczyn funkcji cigglych w punkcie xg sq
ciggle w punkcie xq. Iloraz % funkcji cigglych w punkcie xq, gdzie fo (x0) # 0,
jest funkcjq ciggle w xg.

Twierdzenie 5.33 JeZeli funkcja f1 jest ciggla w xq i funkcja fo jest ciggla w
punkcie ug = f1 (x0), to zloZenie fy o fi jest funkcja ciggla w xq.

Podamy teraz definicje funkcji ciaglej w zbiorze.

Definicja 5.34 Mowimy, Ze funkcja jest ciggla w zbiorze, gdy jest ciggla w
kazdym punkcie tego zbioru.

Zgodnie z powyzsza definicja i poprzednimi definicjami funkcja jest ciagla
w przedziale domknietym (a;b), jezeli jest ciagla w kazdym punkcie przedziatu
(a;b) oraz jest prawostronnie ciggla w punkcie a i lewostronnie ciagla w punkcie
b.

Ponizej podajemy twierdzenie, ktore jest podstawowym narzedziem w stwier-
dzaniu ciaglosci funkcji w zbiorze.

Twierdzenie 5.35 Kazda funkcja elementarna jest ciggla w swojej dziedzinie.

7 powyzszego twierdzenia w szczegélnosci wynika, ze wielomiany, funkcje
wymierne, funkcje potegowe, funkcje wykladnicze, funkcje trygonometryczne
oraz ich zlozenia sa ciagle w swoich dziedzinach.

Przyktad 5.36 Dobierzemy, o ile to mozliwe, parametr a tak, aby funkcja f :

R — R dana wzorem

Vz+6-3 dla x >3

2 -3z

422 —arx — 12 dlax <3
f(z)=

byla ciggla w calej dziedzinie. Dla kazdego x € (—o0; 3) istnieje otoczenie punktu
x, na ktorym funkcja f pokrywa sie z wielomianem, zatem jest funkcjqg ciggle w
(—00;3). Dla kazdego x € (3;+00) istnieje otoczenie punktu x takie, ze funkcja
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Ppokrywa Sie z funkc)iq elementarng dang wzorem Yy = ~5——, SKqgd wynika, ze
k ‘ kcjq elementarng d VYOS | skad wynika, 2

funkcja f jest ciggle w (3;+00). Zatem rozwazana funkcja jest ciggla w zbiorze
R\ {3}. Pozostaje wiec dobraé, o ile to mozliwe, parametr a tak, aby funkcja f
byla ciggla w punkcie g = 3. Mamy f (3) = 24 — 3a. Obliczmy teraz granice
jednostronne w punkcie xo = 3. Otrzymujemy

lim f(xz)= lim (4x2 —ar —12) =24 —3a

r—3~ r—3~

oraz

(Vz+6-3) (Vo +6+3)

lim f(z)= lim vrr6-3 _ [O} = lim
z—3+ z—3t x2— 3z 0 z—3+ (22— 3z) (Vo + 6+ 3)
= lim r-3 = lim -
o3tz (z—3) (Ve +6+3) «—3tz(Vo+6+3)
1 1

3(V3+6+3) 18

Funkcja f bedzie ciggla w punkcie xqg = 3 jedynie wtedy, gdy jej granice jednos-
tronne w 3 bedg rowne jej wartosci w tym punkcie. Stqd otrzymujemy, Ze funkcja
f bedzie cigglg w punkcie xo = 3 dla wartosci parametru a spelniajgcej warunek
24 — 3a = Tls' Zatem dla a = % funkcja f jest ciggla w calej dziedzinie.

5.4 Wlasnosci funkcji cigglych

Przytoczymy dwie wazne wlasnosci funkeji ciggtych o duzym znaczeniu w wielu
zagadnieniach analizy matematyczne;j.

Twierdzenie 5.37 (Weierstrass) Jezeli funkcja f jest ciggla na przedziale
domknietym (a; b), to jest ograniczona oraz przyjmuje swojg warto$é najmniejszq
1 najwiekszq na tym przedziale.

Czesto o funkcji, ktéra przyjmuje swoja warto$¢ najmniejsza i najwieksza
mowi sie, ze spelnia warunek Weierstrassa. Przedstawimy na rysunku ilustracje
twierdzenia Weierstrassa.
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Rys. 5.10

Na rysunku tym funkcja f osiaga najmniejsza swoja warto$¢ w punkcie a
oraz najwieksza swoja warto$¢ w punkcie t.

Zalozenie ciagtosci w Twierdzeniu Weierstrassa jest istotne. Na kolejnym
rysunku pokazemy, ze brak ciaglosci choéby w jednym punkcie powoduje, ze
funkcja nie osiagnie ani wartosci najmniejszej ani najwiekszej (Rys. 5.11). Pamie-
tajmy jednak, ze istnieja funkcje nieciagle, ktére osiagaja swoja warto$¢ najm-
niejsza i najwicksza (Rys. 5.12).

/1‘

e e e T

Rys. 5.11
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Rys. 5.12

Funkcja o powyzszym wykresie nie jest ciaglta w punkcie xg, ale osiaga swoja
wartosé najmniejsza w punkcie u i swojag warto$¢ najwieksza w punkcie t.

Twierdzenie 5.38 (Darboux) Jezeli f jest funkcjg ciggla na przedziale domk-
nietym {(a; by takq, ze f (a) # f(b) oraz w jest dowolng liczbg z przedzialu ot-
wartego o kravicach f (a) i f(b), to istnieje liczba ¢ € (a;b) taka, ze f (c) = w.

Powyzsze twierdzenie mozna sformulowaé takze w nastepujacy sposoéb:

Funkcja ciagla na (a;b) taka, ze f(a) # f (b), przyjmuje wszystkie wartosci
posrednie miedzy f (a) i f (b).

O funkcji, ktéra przyjmuje wszystkie wartosci posrednie miedzy swoimi warto-
Sciami na krancach przedzialu mowi sie, ze spetnia warunek Darboux.

Z Twierdzenia Darboux wynika natychmiast nastepujacy wniosek

Whiosek 5.39 Jezeli f jest funkcjq ciggla na przedziale domknietym {(a;b) i
f(a)- f(b) <0, to istnieje d € (a;b) takie, ze f(d) = 0.

Powyzszy wniosek méwi wiec, ze ciaggla funkcja okre$lona na przedziale
domknietym i taka, ze jej wartosci na krancach tego przedzialu maja przeciwne
znaki musi mie¢ miejsce zerowe wewnatrz przedzialu. Twierdzenie Darboux i
powyzszy wniosek zilustrujemy na rysunku.
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fa)

Rys. 5.13

Jezeli funkcja nie jest ciagla na przedziale (a; b), to nie musi spelniaé¢ warunku
Darboux. Zilustrujemy to wykresem

Sa)

Sb)

\

Rys. 5.14

Z drugiej jednak strony istnieja funkcje nieciagle, ktére spelniaja warunek

Darboux.
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Rys. 5.15

Przyktad 5.40 a) Pokazemy, Ze funkcja f dana wzorem f (v) = x* —5x3+6x—
1 posiada miejsce zerowe w przedziale (0;1). Funkcja f jest wielomianem, zatem
jest ciggla. Ponadto mamy f(0) = —1 oraz f(1) = 1, czyli f(0)- f(1) < 0.
Zatem mamy spelnione zaloZenia Wniosku czyli istnieje punkt d € (0;1)
taki, ze f(d) = 0.

b) Pokazemy, Ze réwnanie 3 sin? x —2cos® & = 0 ma pierwiastek w przedziale
<%; §> 7 Twierdzenia wynika, Ze funkcja dana wzorem f (x) = 3sin® x —
2cos? x jest ciggla. Ponadto mamy

e ) () 120

f(g)?,(\f)z .(;>3Zi2>0.

Zatem z Wniosku istnieje d € (%; %) takie, Ze f(d) = 0, czyli rozwazane

rownanie ma pierwiastek w przedziale <%; §>

¢) Dla wielomianu W stopnia nieparzystego latwo jest wykazaé, ze jezeli
wspdlezynnik przy najwyzszej potedze zmiennej jest dodatni, to lim W (x) =
Tr— —0Q

[\

—00 1 1ir4r_1 W (z) = oo oraz jezeli wspdlczynnik przy najwyzszej potedze
T— 100
zmiennej jest ujemny, to lim W (z) = +oo ¢ lim W (x) = —oco. Zatem
Tr— — 00 Tr——+00

w obu przypadkach istnieje przedzial {a;b) taki, Ze wielomian W przyjmuje na
kraticach tego przedzialu wartosci réznych znakéw. Zatem mamy W (a)-W (b) <
0, co wobec ciggtosci wielomianu, na mocy wlasnosci Darboux pokazuje, zZe kazdy
wielomian stopnia nieparzystego posiada miejsce zerowe.
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5.5 Asymptoty wykresu funkcji

Umiejetnosé obliczania granic funkcji pozwala wyznaczaé tzw. asymptoty wykre-
su funkcji. Sa to pewne proste do ktérych dazy wykres. Zdefiniujemy teraz po-
jecia asymptot i pokazemy, jak je wyznaczad.

Niech f: Dy — R i zalézmy, ze punkt xy € R spelnia nastepujacy warunek:
kazde sasiedztwo S (z9) punktu zo zawiera punkty dziedziny Djy.

Definicja 5.41 Prostg o rownaniu x = xy nazywamy asymptotq pionowq wykre-
su funkcji f, gdy co najmniej jedna z granic jednostronnych

lim f(z) lub lim f (x)

w—>10 IHCEO

jest niewlasciwa. Jezeli tylko granica lewostronna (odp. prawostronna) jest nie-
wladciwa, to méwimy o asymptocie lewostronnej (odp. prawostronnej), a jesli
obie sq niewlasciwe, to mowimy o asymptocie obustronney.

Rys. 5.16

Na rysunku prosta o réwnaniu x = xo jest asymptota pionowa wykresu
funkcji. Jest to asymptota prawostronna, ktéra nie jest asymptota obustronng.

Zauwazmy, ze jezeli f jest funkcja elementarna, to jedynymi asymptotami pi-
onowymi moga by¢ proste o rownaniu z = x, gdzie zq jest skonczonym krancem
dziedziny funkcji f nie nalezacym do dziedziny. Istotnie, funkcja elementarna
jest ciagla w swojej dziedzinie (Twierdzenie , wiec w zadnym punkcie
dziedziny nie moze mie¢ granicy niewlasciwej. Z drugiej strony jedynymi punk-
tami spoza dziedziny, dla ktérych dowolne sasiedztwo zawiera punkty dziedziny
moga by¢ krance dziedziny. Zauwazmy dalej, ze w tym przypadku powyzsza
definicja daje nam metode na wyznaczanie asymptot pionowych.

Zalézmy teraz, ze dziedzina Dy funkcji f zawiera przedzial postaci (a;00)
(odp. (—o0;b)).
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Definicja 5.42 Prostg o réwnaniu y = mx + n nazywamy asymptotq ukosng
wykresu funkeji f w 400 (odp. w —o0), gdy
lim [f (z) — (mxz+n)]=0

T— 00

(odp. lim_[f (z) — (ma +n)

li
r——00

=0).
Widaé, ze definicja ta nie pozwala efektywnie wyznaczy¢ asymptoty ukosnej.
Potrzebne wiec jest

Twierdzenie 5.43 Zaldzmy, ze f : Dy — R, przy czym (a;00) C Dy (odp.
(—o0;b) C Dy ). Prosta o réwnaniu y = mx + n jest asymptotq ukosng wykresu
funkcji f w400 (odp. w —o0) wtedy i tylko wtedy, gdy

m:xli_}%@ A nzmllrr;o(f(x)—mx)
(odp.mzrg@oof;x) A nzmgr_noo(f(x)—mx)).

f(=)
T

Uwaga 5.44 Zauwazmy, ze jezeli mlirxgo = 0, to drugq granicq, ktorg musimy
obliczyé w powyzszym twierdzeniu jest leII;O f(x). Jezeli ta ostatnia granica jest
skonczona © rowna n, to otrzymujemy szczegdlny przypadek asymptoty ukosnej w
400 0 rownaniuy = n, czyli asymptote poziomq. Odwrotnie, jesli wykres funkcji
f ma asymptote poziomg o réwnaniu y = n, to wprost z definicji asymptoty
ukosnej widaé, ze lim f(x) = n i lim @ = 0. Analogiczna uwaga obow-
r—00 r—00
igzuje dla asymptot w —oo.
Zauwaimy jeszcze, Ze z jednoznacznosci granicy (Twierdzenie wynika,
ze wykres funkcji nie moze mie¢ dwdch roznych asymptot ukosnych w 400, ani
dwoch réznych asymptot ukosnych w —oo.

Oto rysunek pokazujacy czym jest asymptota ukosna:

Rys. 5.17
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Przykltad 5.45 Wyznaczymy wszystkie asymptoty wykresu funkcji f danej wzo-
rem f(z) =z — %H Zavwazmy, ze dziedzing funkcji f jest RN {—1} i funkcja
ta jest elementarna, zatem tylko prosta © = —1 moze byé asymptotq pionowq.

Sprawdzimy czy tak jest. W tym celu obliczamy granice jednostronne

rx——1" rx——1"

. . 1
lim f(z)= lim (z—x_’_l):—koo

1

lim z)= lim (z— = —0.
w—>—1+f( ) r——1+ ( SU+].)

Widaé wiec, ze prosta x = —1 jest asymptotq pionowq obustronng. Poniewaz

funkcja jest okreslona w (—1;00), wiec jest sens szukaé asymptoty ukosnej w

+00. Obliczamy w tym celu granice

lim @: lim 17# =1
T—+00 I T—+00 x (3;‘ + 1)

1
li —1-z]= I - =0.
i @ = 1el = m () =0

Zatem w +00 istnieje asymptota ukosna i ma ona rownanie y = x. Poniewaz
funkcja f jest okreslona w (—oo; —1), wiec jest sens réwniez szukaé asymptoty
ukosnej w —oo. Latwo widad, Ze odpowiednie granice w —oo sq takie same, jak w
+00. Zatem istnieje asymptota ukosna w —oo i jej réwnanie jest postaci y = x.




Rozdziat 6

Pochodna

6.1 Pojecie pochodnej
Zal6zmy, ze punkt P porusza sie po osi liczbowej. Niech s (t) oznacza wspdlrzed-

na punktu, w ktérym znajduje si¢ P w chwili ¢. W ten sposéb okresliliSmy
funkcje s, ktéra opisuje polozenie punktu P w zaleznosci od czasu.

s(y) 0 1 s

\

Rys. 6.1

FLatwo jest odpowiedzie¢ na pytanie: Jaka jest srednia predkos¢ punktu P
w przedziale czasowym od chwili ¢y do chwili t? Oczywiscie musimy podzielié¢
droge przebyta w tym przedziale czasowym przez czas, ktéry uptynat od chwili
to do chwili ¢t. Zatem predkos$é érednia wynosi:
s (t) — s (t)
Vgr = P to . (61)
Trudniej znalezé odpowiedz na pytanie: Jaka jest predko$é chwilowa punktu
P w chwili t3? Intuicyjnie wydaje sie oczywiste, ze, aby w przyblizeniu po-
da¢ predkosé chwilowa, musimy obliczyé predkosé srednig dla bardzo krétkiego
przedzialu czasowego, czyli przy t bardzo bliskim ¢y. Stad pomyst, aby predkosé
chwilowa obliczaé¢ jako granice predkosci sredniej przy t dazacym do tg:

v = lim s = st) () —s (to).
t—to t—to

Stad pojawilo si¢ pojecie pochodnej funkcji w punkcie.
Niech f: (a;b) — R iz € (a;b).

156
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Definicja 6.1 Pochodng funkcji f w punkcie xo nazywamy granice

z)— f(x
f%agzlmliii—ilﬁ, (6.2)
T—To r — X

o ile ta granica istnieje i jest skoriczona. Jezeli istnieje f' (xq), to mowimy, ze
funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie xy, za$ proces obliczania pochodnej
funkcji f nazywamy rézniczkowaniem funkcji f. Wyrazenie J‘(Igz:iiéfo) wystepu-
jace w definicji pochodnej nazywamy ilorazem roznicowym funkcji f odpowiada-
jacym przyrostowi argumentu od xy do x.

Zauwazmy, ze z rozwazan zamieszczonych przed definicja wynika, ze pochod-
na funkcji f w punkcie x¢ mierzy predkosé chwilowa zmian funkcji f w momen-
cie, gdy argument przechodzi przez punkt xzg.

Czasami wzér definicyjny bywa zapisywany w innych formach. Mia-
nowicie, jezeli przez Ax lub h oznaczymy przyrost argumentu x — xg, to otrzy-

mujemy / . flzo+ Az) — f(20)
f(wo) = Alglﬁrgo Az
lub
u o f@o+h) — f ()
f'(xo) = lim h '

Przyklad 6.2 a) Obliczymy pochodng funkcji

fl@)=va2—-z+1

w punkcie xg = 2. Zauwazmy, Ze f jest okre$lona w pewnym otoczeniu liczby
xo. Na mocy definicji obliczymy granice

hmwzhm Va? —z+1-V3
T—2 T —2 T—2 r—2 ’

Zauwazimy, Ze granica ta jest symbolem nieoznaczonym typu %. Rozszerzajgc
wyrazenie, z ktdrego liczona jest gramica przez Va? — x + 1 + /3, a nastepnie
skracajgc przez x — 2, dostajemy

Va2 —zx+ 7\/??7 . 2—x—2

b x—2 iinlz(x_g)(M+\/§)
. (x—2)(@+1)
22 (z—2) (Va2 —z + 1+ V3)
= lim vil 5 V3

2 (Vo1 1+v3) 23 2

V3

Zatem dla naszej funkcji [ mamy f'(2) = 5.
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b) Obliczymy teraz pochodng funkcji

flx) =

w punkcie xo = 0, ktdrego otoczenie zawiera sie w dziedzinie funkcji f. Na mocy
definicji obliczamy granice

1
4+ —2

1 1 2428 4x—2
—f(0 Bie—3 "3 D an—"
lim f(l‘) f( ) — lim z3+z—2 2 _ lim 2(x3+2—2)
z—0 X x—0 €T z—0 x€X
x (a? +1) . 2 +1 1

e—0 2z (2% + 2z — 2) 1%2(x3+xf2) T4
Zatem dla funkcji f mamy f'(0) = _%,

Przyklad 6.3 Pokazemy, zZe funkcja f(x) = |x| nie jest rdiniczkowalna w
: _ : g somin 4(@)—F(0)
punkcie xg = 0. W tym celu obliczymy granice jednostronne wyrazenia zfo
w punkcie 0:
—£(0 _
TG ) | B P
z—0~ z—0 t—0- T x—0- T
bo dla x < 0 mamy |x| = —x oraz
—f(0
lim M: lim M: lim E:1,
z—0+ z—0 z—0t T  z—0t T
bo dla x > 0 mamy |x| = x. Zatem nie istnieje granica }1:% w, czyli nie

istnieje pochodna funkcji f w punkcie 0. Funkcja f nie jest rozniczkowalna w 0.

Zastanéwmy sie teraz nad interpretacja geometryczna pochodnej funkeji w
punkcie. W tym celu zobaczmy jaka jest interpretacja geometryczna ilorazu
réznicowego funkcji f odpowiadajacego przyrostowi argumentu od xg do x.

Rys. 6.2
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Zal6zmy, podobnie, jak przy formulowaniu Twierdzenia [2.26] ze na obu o-
siach uktadu wspolrzednych przyjeliSmy te same jednostki. Przy tym zastrzeze-
niu z rysunku widac jasno, ze iloraz réznicowy odpowiadajacy przyrostowi ar-
gumentu od xy do = jest tangensem kata ¢ nachylenia siecznej wykresu funkcji
przechodzacej przez punkty (zo, f (zo)) i (z, f (z)) do dodatniej pdlosi osi Oz.
Inaczej, iloraz ten jest wspoélczynnikiem kierunkowym opisanej wyzej siecznej.
Zalézmy teraz, ze funkcja f jest rézniczkowalna w punkcie xg. Wowcezas przy
x dazacym do xy wspdlczynniki kierunkowe siecznych daza do wspoélczynnika
kierunkowego pewnej prostej, bo granica ilorazu réznicowego przy x dazacym
do x istnieje i jest skonczona. Mamy nastepujaca definicje

Definicja 6.4 Prostg o réwnaniuy = [’ (zo) - (x — zg) + f (x0) nazywamy sty-
czng do wykresu funkcji f w punkcie (zo, f (x0))-

Zatem pochodna funkcji f w punkcie xg jest wspolczynnikiem kierunkowym
stycznej do wykresu funkcji f w punkcie (xq, f (20)). Uwzgledniajac intuicyjne
rozumienie stycznej do wykresu, widzimy wiec znowu, ze pochodna funkcji w
punkcie mierzy predkosé¢ chwilowa zmian wartosci funkcji w argumencie xg.

Zachodzi nastepujace

Twierdzenie 6.5 Niech f : (a;b) — R i xz9 € (a;b). Jezeli funkcja f jest
rozniczkowalna w punkcie xq, to jest w tym punkcie ciggla.

Zauwazmy, ze twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Istotnie, funkcja
f (z) = |z| jest funkcja ciagla, ale, jak pokazuje Przyklad funkcja ta nie jest
rézniczkowalna w punkcie 0.

Zalézmy teraz, ze funkcja f : (a;b) — R jest rézniczkowalna w kazdym
punkcie pewnego zbioru D C (a;b).

Definicja 6.6 Funkcje, ktora kaidemu punktowi x € D przyporzedkowuje po-
chodng funkcji f w tym punkcie, czyli liczbe [ (x), nazywamy funkcjg pochodng
(lub krdtko pochodng) funkcji f i oznaczamy jg symbolem f'. Jezeli funkcja f
jest rézniczkowalna w kazdym punkcie przedzialu (a;b), czyli pochodna f' jest
okreslona w (a;b), to o funkcji f mdéwimy, ze jest rézniczkowalna w (a;b).

Czasami przydatne bywa pojecie rozniczkowalnosci funkcji w przedziale dom-
knietym. W zwiazku z tym wprowadzamy nastepujace okreslenie:

Definicja 6.7 Niech f : (a;b) — R. Méwimy, Ze funkcja f jest rézniczkowalna
w punkcie a (odp. w punkcie b), gdy istnieje i jest skoriczona granica

r—at Tr—a r—b— )

).

Méwimy, ze funkcja f jest rézniczkowalna w przedziale {a;b), gdy jest rézniczko-
walna w kaZdym punkcie tego przedziatu.
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6.2 Wilasnosci pochodnej

Sformutujemy teraz twierdzenia wiazace pochodna z dzialaniami algebraiczny-
mi, ktére mozemy wykonywaé¢ na funkcjach o wartosciach rzeczywistych.

Twierdzenie 6.8 Zaloimy, zZe funkcje f, g sq okreslone przynajmniej na pewnym
otoczeniu liczby xo oraz, Ze k jest dowolng liczbg rzeczywistq. Jezeli funkcje te
sq rozniczkowalne w punkcie xg, to funkcje:

Dkf:x—k-f(x),

2)f+g:z— [f(z)+g()

3)f—g:ix— f(z)—g(2),

4) fg:a— f(2)-g(x),

5) g B J;Ef; (przy dodatkowym zalozeniu, ze g (xo) #0)

sq rozmiczkowalne w punkcie xy © zachodzq wzory:

(kf) (z0) =k - f' (x0) ,

(
(f +9) (z0) = f" (z0) + ¢’ (0) . (6.4
(f = 9) (x0) = " (x0) — ¢’ (w0), (6.5)
(f9)" (x0) = f' (x0) - g (x0) + f (x0) - ¢’ (x0) , (6.6
(f)’ (o) = (209 @0) = f (@0) ¢’ (z0)
g (9 (x0))

Badanie rézniczkowalnosci funkcji sprowadza sie do badania rézniczkowal-
noéci tej funkcji w kazdym punkcie dziedziny, wiec natychmiast z Twierdzenia

[6-8] otrzymujemy nastepujace:

Twierdzenie 6.9 Zaldimy, Ze funkcje f,q: (a;b) — R sq funkcjami rézniczko-
walnymi w (a;b) i k € R. Wowczas funkcje kf, f+ g, f — g, fg, g (przy
dodatkowym zalozeniu, Ze funkcja g nie ma miejsc zerowych w przedziale (a; b))
sq rézniczkowalne w (a;b), przy czym prawdziwe sq wzory:

kf) =k-f, (6.8)
(f+9) =f+4d, (6.9)
(f—9) =1 -4, (6.10)

(fo)' =f-9+7f-9, (6.11)
N _fg-f4d
(g> = (6.12)

Mozemy takze sformutowaé twierdzenia, ktére powiedzg nam co sie dzieje,
gdy rézniczkujemy zlozenia funkcji:
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Twierdzenie 6.10 Zaldimy, Ze funkcja f jest okreslona co najmniej na pewnym
otoczeniu U punktu xq, na otoczeniu tym przyjmuje wartoSct z pewnego otoczenia
V punktu f (x), na ktérym okreslona jest funkcja g rézniczkowalna w punkcie
f (x0). Wowczas funkcja g o f jest rézniczkowalna w punkcie xg, przy czym
zachodzi réwnosé

(9o f) (zo) =g’ (f (z0)) - [ (x0) - (6.13)

Twierdzenie 6.11 Zaldzimy, Ze funkcja f : (a;b) — R jest rézniczkowalna

w przedziale (a;b), przyjmuje wartodci w przedziale (c;d) oraz, ze funkcja g :

(¢;d) — R jest rozniczkowalna w przedziale (c;d). Wowezas funkcja g o f jest
rézniczkowalna w przedziale (a;b), przy czym zachodzi réwnosé

(gof) =(gof) [ (6.14)

Czasami krétko méwimy, ze pochodna ztozenia funkeji jest iloczynem pochod-

nej funkcji zewnetrznej przez pochodna funkcji wewnetrznej. Trzeba jednak

pamietaé, ze pochodna funkcji zewnetrznej obliczamy zawsze w punkcie, ktoéry

jest wartoscia funkcji wewnetrzne;j.
Podamy teraz wzory na pochodne pewnych funkcji podstawowych:

f(z) = ¢, gdzie c jest stala = f'(z) =0, (6.15)
f(z) = 2%, gdzie a jest staly = f'(x) = az®~ 1, (6.16)
f(z) =sine = f'(x)=cosx, (6.17)

f(x) =cosx = f'(x)=—sinz, (6.18)
fx)=tgz = [ (2) =%, (6.19)
f@)=ctgz = [ (z)=—5rs- (6.20)

Wyprowadzimy przykladowo wzory (6.15)), (6.16]) (dla « naturalnego), (6.17)
(6.19):

e Wezmy dowolne z € R i obliczmy granice:

fim L EFR @) eme g
h—0 h h—0 h

Zatem pochodna w dowolnym punkcie x istnieje i wynosi 0.

e Wezmy dowolne z € R i zamiast «, ktére jest liczba naturalng piszmy
dalej n. Obliczmy granice:

fleth) - f(x)

.
sy h
n n
= lim 7@—1—}1) i
h—0 h
(x+h—1) [(x +0) " @+ h) e+ o+ (x+h) a2 4 x"’l}
= lim
h—0 h

= lim [(m TR @) P4+ (R x"_l}

=na" L
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Zatem pochodna funkcji f (z) = =™ istnieje i wyraza sie wzorem f/ (x) =
na" L.

e WeZmy dowolne z € R. Wykorzystujac wzér na réznice sinuséw (2.17]),
twierdzenie méwiace, ze lin%J Sl% = 1 oraz ciggloéé funkeji kosinus, obliczamy
y*)

granice:
hmf(m—i—h)—f(x):h sin (x + h) —sinz
h—0 h h—0 h
i 2cos (z + %) sin &
h—0 h

. h sin %
=limcos|z+ = |- = cosZ.
h—0 2 %

Zatem pochodna funkeji f (z) = sin x istnieje w kazdym punkcie zbioru R
i wyraza sie wzorem [’ (z) = cosz.

e Wezmy dowolne x # 7 + km, gdzie k jest liczba catkowity. Poniewaz
funkcje sinus i kosinus sa rézniczkowalne w R, wiec na mocy Twierdzenia
funkcja f (x) = tgxz = 222 jest rézniczkowalna w punkcie z. Ponadto

cosx
ze wzoru ((6.12) mamy

. / . I . /
F(2) = <s1nx> _ (sinz) - cosx —sinz - (cosx)
cosx cos?x
_ cos? x + sin® x 1
N cos?x ~ cos?z

na mocy wzoréw (6.17) i (6.18]) oraz ”jedynki trygonometrycznej”.

Zauwazmy, ze ze wzoru (6.16) w szczegdlnodei wynikaja nastepujace czesto

przydatne wzory:

1

!/

(Vo) = 2Vz’

(i)l = —;12. (6.22)

Uwaga 6.12 7 Twierdzenia oraz ze Wzory wynika, Ze wielomiany
oraz funkcje wymierne sq funkcjami rozniczkowalnymi w calych swoich dziedzi-
nach.

(6.21)

Przyktad 6.13 a) Obliczymy pochodng funkeji f (z) = 42® + 32% — 5x. Za-
uwazmy, ze dziedzing funkcji f jest zbior Dy = R. Korzystajec ze wzoréw ,
, 0Taz ze WZOTU mamy:

ff(x)=4-322+3-20-5-1=122> + 62 — 5

iDp =R.
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b) Niech teraz f (x) = \/x cosx. Zauwazmy, Ze dziedzing funkcji [ jest zbidr

Dy = (0,00). Korzystajgc ze wzoréw , oraz ze WZOTU mamy
f(x) = (V) - cosz + vz - (cos )’

1 .
NG ~cosx —+/z-sinz
dla x > 0. ,
¢) Rozwazmy funkcje f (x) = It;xh. Zauwazmy, ze dziedzing funkcji [ jest
biér Dy = R\ {k:g 2k jestliczb@ clkowitq}. Korzystajoc ze wzoréw ,
, oraz ze Wzorow i dostajemy:
(2% +32) - tga — (2% + 32) - (tgz)’
th T
(2 +3)tgx — 2430

cos?

f(@) =

- thz
_ (2z+3)sinzcosx — a? — 3z

sin® x

dla x # k7, gdzie k jest liczbg calkowitq.

d) Obliczymy pochodng funkcji f (x) = ctg (z + 2). Zauwazmy, ze funkcja
f jest zlozeniem, w ktorym funkcjg wewnetrzng jest g (x) = x + *, za$ funkcjg
zewnetrzng jest h (t) = ctgt. Stosujgc wzory 7 oraz otrzymu-
jemy )

/
g(x)zl—ﬁ,

Ze wzoru mamy h' (t) = —ﬁ. Zatem z dostajemy

f/(x):—sing(;_i_}c)‘(l—xlg)'

e) Obliczymy pochodng funkcji f (z) = cos® (2z + 1). Zauwazmy, Ze funkcja
[ jest zloZemiem, w ktérym funkcjq zewnetrzng jest h(t) = t3, za$ funkcjq
wewnetrzng jest g (z) = cos (2z + 1). Ze wzoru mamy K (t) = 3t%. Stad,
stosujgc wzor , otrzymujemy

f'(x) = 3cos® (2 + 1) - (cos (2z + 1)),

gdzie drugi czynnik jest zlozeniem, w ktdrym funkcjq zewnetrzng jest k(u) =
cosu, za$ funkcjg wewnetrzng jest | () = 2x+1. Stosujgc ponownie wzdr
i wzory oraz mamy

(cos (224 1)) = —2sin (22 +1).

Ostatecznie
f'(z) = —6.cos® (2z + 1) sin (2z + 1) .
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6.3 Monotonicznos$¢ i ekstrema funkcji

Okazuje sie, ze pochodng daje sie wykorzysta¢ do badania pewnych wlasnosci
samej funkcji. Mamy mianowicie:

Twierdzenie 6.14 Zaléimy, Ze funkcja f : I — R, gdzie I jest dowolnym
przedzialem, jest funkcjq rézniczkowalng w I. Wowczas jezeli f'(x) > 0 (odp.
f'(x) <0) dlax€l, to funkcja f jest rosngca (odp. malejaca) w przedziale I.

Uwaga 6.15 Pamietajmy, ze w twierdzeniu powyzszym istotne jest zalozenie,
ze funkcja f jest okreslona i ma pochodng okreslonego znaku w przedziale, a nie w
mnym zbiorze nie bedgcym przedziatem. Bez tego zalozZenia twierdzenie nie jest
prawdziwe. Ponadto przedzial I jest dowolnym przedzialem, a wiec wia$ciwym
lub niewlasciwym, otwartym, domknietym lub jednostronnie domknietym.

Uwaga 6.16 Okazuje si¢, ze w Twierdzeniu[6.14) mozna troche oslabié zaloze-
nie dotyczqce znaku pochodnej. Mianowicie, jesli pochodna jest nieujemna w I,
przy czym ma w tym przedziale co najwyzej skonczong ilosé miejsc zerowych, to
f jest funkcjg rosngeq w I. Analogiczne ostabienie zalozZen dziala w przypadku
pochodnej niedodatniej i funkcji malejgce;.

Przyklad 6.17 a) Zbadamy monotoniczno$é funkcji f danej wzorem f(x) =
722-310-1 Dziedzing tej funkcji jest zbior R, bo mianownik jest rozny od zera dla
dowolnej liczby x. Obliczymy pochodng

f,(x)72(x2+1)—2x-2x7 2222  2(1-2?)
@41 (@241 @2+

Zbadamy znak pochodnej. Mianownik pochodnej jest dodatni, wiec znak pochod-
nej jest taki sam, jok znak wyrazenia w liczniku

fl@)>0e=1-2>>0<=zc(-1;1),

fl(z)<0=1-2><0<=z¢€(—o00;—1)U(1;00).

Zatem na mocy Twierdzenia funkcja f jest rosngca w przedziale (—1;1)
oraz malejgca w przedziatach (—oo; —1) i (1;00). Zauwazmy, ze liczby —1 i 1 sq
miejscami zerowymi pochodnej. Zatem zgodnie z Uwagq[6.16 mozemy powiedzied,
ze funkcja f jest rosngca w przedziale (—1;1) oraz malejgca w przedzialach
(—o0; —1) i {1;00).

b) Zbadamy monotonicznosé funkcji f danej wzorem f(z) = ta® — 22° + x.
Dziedzing tej funkcji jest zbior R. Obliczymy pochodng

flx)=2a—22>+1= (;v2—1)2,
Zauwazmy, ze pochodna f' jest nieujemna w calym zbiorze liczb rzeczywistych 4

jedynymi jej miejscami zerowymi sq liczby —1 i 1. Zatem na mocy Uwagi
funkcja f jest rosngca w R.
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Definicja 6.18 Niech f : (a;b) — R i oy € (a;b). Mowimy, Ze funkcja f ma
maksimum (odp. minimum) lokalne w punkcie xg, gdy istnieje € > 0 takie, zZe
dla x € (zg — g;20) U (0520 + €) zachodzi nieréwnosé

fa) < f(wo) (odp. f(x)> f(x0))
Maksimum i minimum lokalne obejmujemy wspolng nazwg — ekstrema lokalne.

Zauwazmy, ze w punkcie, ktéry jest maksimum lokalnym funkcji f, funkcja ta
przyjmuje najwieksza warto$¢ w stosunku do swoich wartosci w punktach leza-
cych blisko punktu z(. Poza otoczeniem o promieniu € tego punktu moga si¢ juz
pojawié¢ punkty, w ktérych warto$é funkcji f bedzie wieksza niz w punkcie xg.
Dlatego maksimum to nazywamy lokalnym. Analogiczna uwaga dotyczy mini-
mum lokalnego.

Rys. 6.3

Na rysunku widzimy, ze dla argumentéw x;, x3 funkcja osiaga minima
lokalne, za$ dla xo osigga maksimum lokalne. Réwnoczesnie w punkcie x3 jest
osiagana wartos¢ najmniejsza podczas, gdy funkcja ta nie ma wartoéci najwiek-
szej (przy zalozeniu, ze dziedzina funkcji jest R i poza narysowanym fragmentem
wykresu funkcja juz nie zmienia swojej monotonicznosci).

Twierdzenie 6.19 (warunek konieczny istnienia ekstremum lokalnego) Niech
f:(a;b) = Rixg € (a;b). Zaldzmy, zZe funkcja | jest rézniczkowalna w punkcie
xg. Jezeli funkcja f ma w punkcie xq ekstremum lokalne, to f' (z¢) = 0.

Uwaga 6.20 Twierdzenie odwrotne nie jest prawdziwe. Np. dla funkeji f (z) =
x3 mamy f'(0) = 0. Réwnoczesnie dla x > 0 mamy f (z) > 0 = f(0), zas dla
x <0 mamy f(x) < 0= f(0). Zatem funkcja ta nie ma ekstremum lokalnego
w punkcie 0.
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7 twierdzenia powyzszego wynika, ze jezeli f jest funkcja rézniczkowalna
w przedziale (a;b), to jedynymi punktami, w ktérych moze istnie¢ ekstremum
lokalne sa miejsca zerowe pochodnej funkeji f.

Definicja 6.21 Miejsca zerowe pochodnej funkcji f nazywamy punktams stacjo-
narnymi lub krytycznymi tej funkciji.

Aby rozpoznaé czy w danym punkcie stacjonarnym funkcji f jest ekstremum,
potrzebujemy znajomosci nastepujacego faktu:

Twierdzenie 6.22 (warunek wystarczajgcy istnienia ekstremum lokalnego) Za-
16zZmy, ze funkcja f jest rézniczkowalna na pewnym otoczeniu U (xo) punktu xg.
Jezeli spelnione sq warunki:

19 f"(z0) = 0,

2° Istnieje liczba € > 0 taka, ze albo

a) f'(x) <0 dlax € (xg—e520) i f(x)>0dlax€ (xg,z0+¢)
albo
b) f'(x)>0dlaze (xog—e;z0) i f(x)<0dlaze (xo;a0+e),

to funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie xo. Przy tym jest to minimum, gdy
spelniony jest warunek a) oraz jest to maksimum, gdy spelniony jest warunek

b).

Zauwazmy, ze warunek 2° Twierdzenia [6.22] mozna krétko sformulowaé mé-
wiac, ze w pewnym otoczeniu punktu xy pochodna zmienia znak w punkcie
xo-

Uwaga 6.23 Jezeli pochodna funkcji f spelnia warunek 1° i ma staly znak
w pewnym sgsiedztwie punktu xg, to funkcja f nie mozZe mieé ekstremum w
punkcie xg. Istotnie, wtedy na mocy Uwagi[6.16] funkcja jest w otoczeniu punktu
xo monotoniczna, wiec nie moze mie¢ ekstremum w Srodku tego otoczenia.

Uwaga 6.24 Zalozenia Twierdzenia mozna nieco ostabié. Mianowicie,
jezeli funkcja f jest ciggla na pewnym otoczeniu punktu xy oraz rézniczkowalna
w pewnym sgsiedztwie punktu xg, przy czym spelnione jest zaloZenie 2°, to
funkcja f ma ekstremum lokalne w punkcie xg.

Przyktad 6.25 Wyznaczymy ekstrema lokalne funkcji f () = 3 — 222+ 2 —5.
Zauwazimy, Ze dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych oraz, Ze funkcja
ta jest rézniczkowalna jako wielomian. Obliczymy jej pochodng

f'(z) = 32? —4x + 1.

Wyznaczymy miejsca zerowe tej pochodnej i zbadamy jej znak

1
f’(m):0<:>3x2—4x+1:0<:)x:g\/le,
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1
ff()>0=32> —4x+1>0=x¢C (—00;3) U (1;00),

1
fx)<0+e=32>—dr+1<0<=zxc <3;1).

Widzimy wiec, zZe pochodna funkcji f w swoich miejscach zerowych %, 1 zmienia

znak: w punkcie % z dodatniego na ujemny oraz w punkcie 1 z ujemnego na

dodatni. Zatem funkcja f osigga w punkcie % maksimum lokalne o warto$ci

f (%) == oraz w punkcie 1 minimum lokalne o wartosci f (1) = —5.

6.4 Zadania optymalizacyjne

Poznana przez nas powyzej teoria pozwala rozwiazywaé¢ pewne zadania opty-
malizacyjne.

Przyktad 6.26 W stozek, ktorego przekrojem osiowym jest tréjkat réwnoboczny
wpisano walec o najwiekszej objetosci. Obliczymy stosunek promienia podstawy
stozka do wysoko$ci walca.

Oznaczymy przez R dlugo$é promienia podstawy stozka. Poniewaz przekrdj
ostowy tego stozka jest trojkgtem réwnobocznym, wiec wysokosé stozka jest wyso-
kosciq tréjkata réwnobocznego o boku 2R. Zatem wynosi ona H = R\/3. Nary-
sujmy przekroj osiowy naszego stozka

C
G Y F
A D P E B
Rys. 6.4

Niech r = ’ﬁ| oznacza diugo$é promienia podstawy walca wpisanego, zas
h = |m| — dlugos$é wysokosci tego walca. Aby wyznaczyé walec o najwiek-
szej objetosci musimy skonstruowaé funkcje V, ktora bedzie opisywac objetosé
walca w zalezno$ci np. od r. Zauwazmy, ze objetos$¢ walca wylicza sie ze wzoru
V = 7r2h. Trzeba wiec uzaleznié wysokosé h od promienia r, wykorzystujgc fakt,
ze walec jest wpisany w stozek. Przy oznaczeniach wprowadzonych na rysunku
trojkgty EBF i PBC sq podobne, gdyz odpowiadajgce sobie kqly wewnetrzne
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tych trojkgtow majq jednakowe miary. Zatem odpowiadajgce sobie boki sq pro-
porcjonalne, czyli np.

|[EB| |EF|

|PB|  |PC|’
wiec

R—r h

Stad obliczymy
h=(R—r)V3.

W konsekwencji objeto$é walca opisuje sie za pomocqg wzoru
V(r)=naV3rt(R—r),

w ktorym r jest argumentem funkcji, za$ R traktujemy jako parametr. Z warun-
kow geometrycznych wynika, Ze za dziedzine funkcji V' przyjmujemy przedzial
Dy = (0; R). Wyznaczymy ekstrema lokalne funkcji V- w tym przedziale. W tym
celu obliczamy pochodng funkcji V

V' (r) = 7v3 (2Rr — 3r%).

Wyznaczymy miejsca zerowe pochodnej i zbadamy jej znak

2
V'(r):O<:>r:0¢DV\/r:§REDV,
, 2
Viir)<O0«<re gR;R ,

2
Vi(r)>0<=re€ <O;3R>.

Zatem funkcja V. ma ekstremum lokalne w punkcie r = %R oraz jest to maksi-
mum. Co wiecej, poniewaz funkcja V jest rosngca w przedziale (0, %R) © malejgca
w przedziale (%R, R), wiec to maksimum lokalne jest jednocze$nie najwickszq
warto$cig funkcji V. Zatem w walcu o najwiekszej objetosci dlugosé promienia
podstawy wynosi r = %R, za$ dlugosé jego wysokosci wynosi h = (R — %R) V3=
?R. W konsekwencji szukany stosunek diugosci promienia podstawy stozka do
dtugosci wysoko$ci walca o najwiekszej objetosci wynosi

R 3
d= — = —./3.
Fr V8

Przyklad 6.27 Przekroj kanalu ma ksztalt prostokqta zwiericzonego potkolem,
ktorego Srednicq jest gorny bok prostokgta. Obwéd przekroju jest réwny p. Wyz-
naczymy wymiary przekroju tak, by pole jego powierzchni bylo maksymalne.
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Rys. 6.5

Oznaczymy przez a szeroko$é naszego kanalu. Musimy wyznaczyé wzor fun-
kcji P, ktora bedzie opisywac pole powierzchni przekroju w zaleZnosci od ar-
gumentu a. Jezeli przez h oznaczymy wysoko$é prostokgta stanowigcego dolng
czeS¢ przekroju, to pole powierzchni przekroju wyraza sie wzorem

1 a? wa?
P= = el
ah—|—27r4 ah + g

gdyz promien pétkola wchodzgcego w sklad przekroju ma dlugosé 5. Zauwazmy

teraz, Ze majgc dang diugo$é obwodu przekroju mozemy wyrazi¢ wysokos$é h za
pomocq a. Mianowicie

p:a—|—2h—|—%a,

skqd
1
h:E—g—La:f(pfa(l+E)).
2
Zatem poszukiwana przez nas funkcja wyraZa sie wzorem

Pla)=2a(p-a(1+ D))+ = La(p—a(1+ ) +22)

2 2 8 2 2) "
_1( @+@)_1( )
TRt AT Ty ) TRt Py

1 1 n T\ o
5Pa 5t7)9
Z warunkow geometrycznych zadania wyznaczymy dziedzine funkcji P

P 2p
Dp = |{0; =0, ——
P <7l+g—) (72+7T)7

le wysokosé h przestaje byé dodatnia.
2

bo przy a =
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Wyznaczymy pochodng funkcji P

P’(a)z%p—(l—kz)a.

Znajdziemy teraz miejsca zerowe funkcji P’ oraz zbadamy jej znak

Zatem funkcja P ma ekstremum lokalne w punkcie a = 24_%, przy czym jest to

maksimum. Co wiecej poniewaZ funkcja P rosnie w przedziale (O; 2%7) 1 maleje

247
szq warto$c. Ostatatecznie szeroko$¢ kanalu o najwiekszym polu powierzchni

w przedziale ( P 'Zi—pw), wiec w punkcie tym funkcja P osigga swojg najwiek-

przekroju wynost a = 24_%, za$ wysoko$é Sciany bocznej tego kanatu wynosi
poP P o _p(@+2m)-2p-mp
2 2024w 42+ 4(2+m)
_Ap+2mp-—2p—mp p2+m) p
B 4(24m) 42+ 4

Przyktad 6.28 Dwa samoloty lecqg wzdluz linii prostych znajdujgcych sie w
tej samej plaszczyzinie. Tory lotu samolotow tworzq kgt 120°. W momencie,
gdy jeden z samolotow mijal punkt przeciecia sie toréw lotu, drugi znajdowat
sie w odleglosci a km przed tym punktem. Obliczymy, po jakim czasie od tego
momentu odleglosé miedzy samolotami bedzie najmniejsza i ile bedzie réwna,
jezeli samoloty lecq z tg samg predkoscig v km/godz.

Wykonamy pomocniczy rysunek (rys. 6.6). Moga zaj$é dwa przypadki przed-
stawione na rysunku. Czarng kropkq oznaczone jest poloZenie samolotow w
chwili tg = 0, gdy jeden z nich znajduje sie w punkcie przeciecia sie torow lotu.
Kropkq pustg w $rodku oznaczone jest polozenie samolotéow po uplywie pewnego
czasu t. UloZymy wzor opisujgcy kwadrat d odleglosci samolotow w zaleznosci od
czasu. Oczywiscie kwadrat odleglosci osigga wartos$é najmniejszg w tym samym
momencie co sama odleglo$é. Oznaczymy symbolem dy (t) kwadrat odleglosci
samolotéw w chwilit dla pierwszego przypadku, zas przez ds (t) kwadrat odleglosci
samolotéw w chwili t dla drugiego przypadku (na rysunkach w obu przypadkach
jest to kwadrat dlugosci odcinka BC). Zauwazmy, Ze w pierwszym przypadku
dlat < $ (czyli do chwili, w ktérej drugi samolot osiggnie punkt przeciecia sig
toréw lotu) ket <BSC ma miare 60°. Ponadto ’E| = vt, wiec |375| =a—vt
oraz ’@‘ = vt. Skorzystamy z twierdzenia kosinusow w tréjkgcie BSC.
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Rys. 6.6

d, (t) = |BS|* + [SC|* - 2|BS| - |SC| - cos <BSC
= (a—vt)* + (vt)® — (a — vt) vt
= 30%t? — 3avt + a*

dla t € <O; %) Dia t > £ mamy ’SiB| =vt—a, a |@| = vt i przy tym miara
<BSC wynosi 120°, wiec otrzymujemy

di (t) = (vt —a)® + (vt)* + (vt —a) vt
= 3v%t? — 3avt + o>.

Ostatecznie w pierwszym przypadku nasza funkcja wyraza sie wzorem
dy (t) = 3v*t? — 3avt +a® dlat > 0.

Zobaczmy jak wygleda sytuacja w drugim przypadku. Dla t € <0; %> mamy z
twierdzenia kosinusow w tréjkgcie BSC

da (t) = (a — vt)* + (v1)* + (a — vt) vt

= v’t? — avt + a®
i dlat> ¢ mamy

dy (t) = (vt — a)® + (vt)* — (vt — a) vt

= 0%t? — avt + a®.
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Ostatecznie w drugim przypadku mamy
do (t) = v*t* —avt +a* dlat > 0.

Musimy wyznaczyé najmniejszq wartosé dla obu funkeji w zbiorze (0; 00).
Zajmiemy sie najpierw funkcjg dy

d} (t) = 6v*t — 3av = 3v (2vt — a)

a
dit)=0 t=—
1 () — %
d’(t)<0<:>1t<i
! 2v

a
dq (t O<—=t>—.
1()> >2v

Zatem funkcja di ma ekstremum lokalne w punkcie t = J-, przy czym jest to
minimum. PoniewaZz funkcja di maleje w przedziale <0; %) 1 rosnie w przedziale
(%; oo), wiec w punkcie t = 5= ma swojg wartosé nagmniejszq. Dla funkcji da
mamy

dy (t) = 20%t — av = v (2vt — a)

a
d, (t) = t=—
5 () =0 59

dy(t) <0t < —
2 (t) < <%

a
dy(t) >0 t>—.
2 (1) >0 <~ >2U

Zatem funkcja d2 ma ekstremum lokalne w punkcie t = 5, przy czym jest to
minimum. PoniewaZz funkcja do maleje w przedziale <O; %) 1 rosSnie w przedziale
(%; oo), wigc w punkcie t = 5= ma swojg warto$é najmnicjszq.

Ostatecznie niezaleznie od przypadku samoloty sq najblizej siebie w chwili
t = 5, czyli w chwili, gdy drugi samolot jest w polowie drogi przed punktem
przeciecia sie torow lotu. W tym momencie odleglo$é samolotow jest rowna: dla

pierwszego przypadku

a a? a a? a
S (2) = s [T
12 Vi Ty, T 12

za$ dla drugiego przypadku

[ (EN  fe @ @ e [30° _ a3
d2<2v>_\/v 492 av2v—|—a o 4 27
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6.5 Pelne badanie przebiegu zmiennosci funkcji

Naszym dalszym celem jest opracowanie schematu postepowania stuzacego bada-
niu przebiegu zmiennosci funkcji. Badajac przebieg zmiennosci funkcji bedziemy
postepowaé¢ wedlug nastepujacego schematu:

1) Wyznaczenie dziedziny funkcji,

2) Znalezienie punktéw przeciecia wykresu funkcji z osiami,

3) Obliczenie granic funkcji we wszystkich krancach dziedziny,

4) Wyznaczenie asymptot uko$nych wykresu funkcji,

5) Obliczenie pochodnej i wyznaczanie jej dziedziny,

6) Wyznaczenie miejsc zerowych pochodnej, badanie jej znaku oraz obliczanie
wartosci funkcji w miejscach zerowych pochodnej,

7) Sporzadzenie tabelki,

8) Naszkicowanie wykresu.

Zastosowania tego schematu postepowania zaprezentujemy na kilku przykta-
dach:

Przyklad 6.29 Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f danej wzorem f(x) =
x* — 1822 — 17. Dziedzing funkcji f jest Dy = R. Dla wyznaczenia punktéw
przeciecia z osig Ox rozwigzujemy réwnanie

z* —182% — 17 = 0.
Podstawiajgc t = 22 > 0 otrzymujemy réwnanie kwadratowe
t? — 18t — 17=0.
Dla tréjmianu stojgcego po lewej stronie wyréznik wynosi A = 392 i stqd
t=9-TV2<0Vt=9+TV2>0.

Odrzucamy pierwszy z tych pierwiastkéw, bo jest ujemny, a z drugiego otrzy-
mamy
2 =94 7V2,

r=—\9+TV2r —4,3474V = \/9+ TV2 ~ 4,347 4.

Oznaczymy pierwszy z tych pierwiastkow symbolem x1, zas drugi symbolem xo.

Punktami przeciecia z osig Ox sq punkty (—\/ 9+ 7V2, O) oraz (\/ 9+ 7V2, O) .

Dla wyznaczenia punktu przeciecia z osig Oy, obliczamy f(0) = —17. Punk-
tem przeciecia z osig Oy jest punkt (0,—17). Dziedzing funkcji f jest zbior R i
funkcja ta jest elementarna, wiec jej wykres nie moze mieé asymptot pionowych.
Obliczymy teraz granice na krarcach dziedziny

a zatem

lim f(z) = lim (z* — 182% — 17) = [00 — oq]

T——00
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lim f(z) = lim (2! — 182 — 17) = [00 — oc]

18 17
= lim x4(1—2—4> = 4o0.
T— 00 X X

Zajmiemy sie teraz asymptotamsi ukosnymi

lim M: lim (a:3—18x—1x7>=[oo—oo]

Tr— —00 x r——00
18 17
= lim 2°(1-—= - — ) = —o0,
z——00 2 ozt

Zatem wykres funkcji f nie ma asymptoty ukosnej ani w —oo, ani w +0o.
Obliczymy teraz pochodng funkcji f

f'(z) = 423 — 362,
przy czym Dyp = Dy. Znajdziemy miejsca zerowe pochodnej i zbadamy jej znak

f () =0+ 42® — 362 =0
—zrz+3)(z—-3)=0<2x=0Va=-3Vze=3,

f'(z) >0 <= 42> — 362 >0
—z(x+3)(z—-3) >0z (-3;0)U(3;00),

' (z) <0< 42 — 362 <0
= z(x+3)(xr—3) <0<z € (—o0;—3)U(0;3).
Obliczymy teraz wartosci funkcji f w miejscach zerowych pochodnej
FO0)=—17 | f(=3)=—98 , f(3)=—98.

Sporzgdzimy tabelke dla funkcji f:

T —00 T -3 0 3 To 00
f(z) - | =] -] 0 |+ 1] 0 -1 0 |+ |+ ]+
f(x) 0 [N 0[N\ | =98] 7| —-17T| -9 "] 0| 7|

Na podstawie tabelki szkicujemy wykres funkcji
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Rys. 6.7

Jak widac funkcja f ma minima lokalne w punktach —3 i 3 o wartosci —98
oraz maksimum lokalne w punkcie 0 o wartosci —17.

Przyklad 6.30 Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f danej wzorem f(x) =
’ffgl, Dziedzing tej funkcji jest Dy = (—00;3) U (3;00). Zauwazmy, Ze wykres
funkcji | nie ma punktow przeciecia z osig Oz, gdyz licznik ulamka opisujgcego
funkcje f jest zawsze rézny od zera. Znajdimy punkt przeciecia wykresu funkcji
f z osig Oy. W tym celu obliczymy f(0) = —é. Zatem wykres przecina os
Oy w punkcie (O, f%) Obliczymy teraz granice funkcji f w punktach bedgcych
krancami dziedziny

241 00 x+ 1
i o :[7}_ i P
2 +1
i = 1li —
Jim f(@) = m T = e,
2 +1
li = 1i = ,
S, f ()= lim Ty = oo
241 x+1
lim f(z)= lim vl [E} = lim 3 = +oo.
T—00 r—oo T — 3 o0 r—oo | — 2

Z rachunkow tych wynika, Ze prosta o rownaniu x = 3 jest asymptotq pionowgq
obustronng wykresu funkcji f. Wyznaczymy teraz asymptoty ukosne. W tym celu
obliczymy granice

lim ——= = lim =
e 4 z——oo 22 — 3z

f(z) , w2+17{00}:, 14+ 2%
(0.9)
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22 +1 22 4+1—22+ 3z
li —2l= 1l —zl = 1
A 1f (@) = a] xgmoo[x_g ] A s
3z +1 3+ 1
~ qim 02X :[3] lim z_3
z——00 T — 3 00

Widac, Ze odpowiednie granice w 400 bedg obliczane podobnie i bedg mialy te
same wartodci. Stqd prosta o réwnaniu y = x+ 3 jest asymptotq ukosng wykresu
funkcji f zaréwno w —oo, jak i w +oo.

Wyznaczymy teraz pochodng funkcji f

f,(x)ZQx(x—3)—(2x2+1) :2x276x7x271 :x276x71
(z—3)

(x —3)° (x —3)°

Dy. Wyznaczymy miejsca zerowe pochodnej
f(x)=0 <=a2?—62—-1=0

Latwo widaé, Ze Dy

<—zr=3—-v10~ —-0,1623 V x=3++v10~6,1623.
Oznaczymy pierwszy z tych pierwiastkow przez x1, za$ drugi przez ro. Ponie-waz
mianownik pochodnej jest w jej dziedzinie zawsze dodatni, wiec

fl(z)<0e=2?—62—-1<0<=z€ (21;22),

f(x)>0<=2>—62—1>0+= 1z (—00;21) U (r2;00)

Obliczymy teraz wartosci funkcji f w miejscach zerowych pochodnej

f(xl):f<3—\/ﬁ) m

3-v10-3
9-6V10+10+1  6y10—20
—V10 V10

20

=6— —— =6—2V10 ~ —0, 3246,
V10

1 analogicznie

Flag) =f (3+\/E) — 6+ 2v/10 ~ 12, 325.
Sporzgdzimy tabelke:

x —00 T 0 3 To 400
f () + 0 — — — — — 0 + .
f@) [—oo | /A1 fl) [N ] -3 [\ —ool4o0 [\ ] flz) [ /] +0

Widaé wiec, Ze funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie x1 oraz minimum
lokalne w punkcie xo. Oto wykres funkcji f
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Rys. 6.8

Przykltad 6.31 Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f danej wzorem f (x) =
izj Dziedzing funkcji f jest Dy = (—oo0; —1) U (—=1;1) U (1;00). Wyznaczymy
punkty przeciecia z osig Ox

x2—2:()4:>x:—\/§ \% ,7::\/5.

Zatem punktami przeciecia z osig odcietych sq (—\@, O), (\@, O). Obliczymy
wartosé funkcji f w punkcie 0
-2
= —_— = 2'
)= =

Stad punktem przeciecia z osig Oy jest (0,2). Obliczymy granice funkcji f w
punktach bedgcych krancami dziedziny

i )= 5= (2] = i R e
N
m—l}—mﬁ S @)= I_}_mw % =t
Jim ()= i = o
zli>nll+ flw)= mli>Hll+ % -
i £ = i = [X] = =1
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Z powyzszych rachunkow wynika, Ze proste o réwnaniach x = —1 i x = 1
sq asymptotami pionowymi obustronnymi wykresu funkcji f oraz, Ze prosta o
réwnaniu y = 1 jest asymptotq ukos$ng (szczegdlnym przypadkiem asymptoty
ukosnej — asymptotq poziomqg) wykresu funkcji f w +oo i w —oo. Zatem,
poniewaz wykres nie moze mieé réznych asymptot ukosnych w 400, ani w —oo,
a asymptota pozioma jest szczegolnym przypadkiem asymptoty ukosnej, wiec nie
ma potrzeby w tym przykladzie wyznaczac innych asymptot ukosnych.
Obliczymy pochodng funkcji f

2z (2 — 1) — 2z (22 — 2) 2z

(a2 —1)° (a2 = 1)*

f ()
Drziedzing pochodnej jest Dy = Dy. Wyznaczymy miejsca zerowe pochodnej
() =0 2x=0.
Poniewaz mianownik pochodnej jest dodatni w jej dziedzinie, wiec
f(@)<0<=22<0 AN z€Dp =<0 A ax#-1

oraz
F(@)>0<=22>0 AN ze€Dp<=x2>0 A z#1.
f

Skonstruujemy tabelke dla funkcji f:

x —00 -2 -1 0 1 V2 +00
[ (x) - - | - X - 0| + X + | + | +
f(x) 1 . 0 N | =040 | N\ [ 2] | 40— | S| 0 | S 1

Widac, zZe jedynym ekstremum lokalnym funkcji f jest minimum w punkcie O
rowne 2. Naszkicujemy wykres funkcji f:
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Przyklad 6.32 Zbadamy przebieg zmiennosci funkcji f danej wzorem f(x) =
23 — 2% + |z — 1|. Dziedzing funkcji f jest zbiér Dy = R. Zauwaimy, ze funkcje
f ma mocy definicji modulu mozna zapisaé za pomocg wzoru

2 —a?+z—1,dlax>1
ro={ (623

Tl 22— —z+1,dlax <1

Wyznaczymy punkty przeciecia z osig Ox. W tym celu rozwigzujemy réwnanie

23— 2?4 |x—1]=0.
Jest ono réwnowazne nastepujgcej alternatywie

(w3—x2+x—1:0 A x}l) \Y (m3—x2—w+1:0 A x<1).

Rownanie z pierwszego skladnika alternatywy jest réwnowazne rownaniu

(2 +1) (x—1) =0,
a stgd

=1

spelnia nierownos$é x > 1. Zatem rozwigzaniem pierwszego skiadnika alter-
natywy jest x = 1. Rownante z drugiego skiadnika alternatywy jest réwnowazne
réwnaniu

(»=1)(z—1)=0,

czyli
(x—1)°(x+1) =0,

a stgd
r=1V z=-1,

przy czym pierwszy z tych pierwiastkow nie speinia nierownosci x < 1, za$ drugi
spetnia te niercwnosé. Zatem rozwigzaniem drugiego skladnika alternatywy jest
x = —1. Ostatecznie wykres funkcji f przecina 0§ Ox w punktach (—1,0) oraz
(1,0). Dla wyznaczenia punktu przeciecia z osig Oy obliczymy wartos$é funkcji
w punkcie 0

f(0) =1,
wiec wykres przecina 0§ Oy w punkcie (0,1).

Obliczymy granice funkcji f w krarnicach dziedziny
lim f(z)= lim (2 -2+ |z —1]) lim (2% —2* —z+1)

Tr——00 Tr——00 Tr——00

. 1 1 1
:[OO_OO}:wEmoox?)(l_l‘_sz—’_Jfg):_OO’

lim f(z) = lim (2° —2® + |z — 1]) = lim (2® — 2% +2 1)

r—00 Tr— 00 Tr— 00

1 1 1
= [oo —o0] = lim $3<1+)+oo.
x

T—00 332 .’E?’
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Sprawdzimy teraz, czy wykres funkcji f ma asymptoty ukosne

S_a?—x+1 1
i T gy, Poetoedl (xzxw)m
X

r——00 I T——00 €T T— —00

r—00 I T —00 xT r—00

e | 1
lim M: lim w: lim (gcQ—m—i—l—)
T

1 1 1
= [0 — o] = lim z? (1—+2—3> = +00.
T—00 T T T
Zatem wykres funkcji f nie ma asymptot ukosnych.
Obliczymy pochodng funkcji f. Wprost ze wzoru mamy

F(2) = 322 =22+ 1, dlax > 1
T 322—-22—1,dlax< 1

Pozostaje sprawdzié, czy istnieje pochodna funkcji f w punkcie xo = 1. Zro-
bimy to wykorzystujgc definicje pochodnej. Obliczymy wiec granice jednostronne
tlorazu rézZnicowego

lim flx)—f(1) y w2 —zr+1 [0}
T Mm = |7

z—1- r—1 z—1- rz—1 0
_ 2 _
— lim w: lim (x2_1):0;
r—1— X — ]. rz—1—

_ 3 _ 2 _
g f@—FQA) 2Pt —1 (0
r—1+ r—1 r—1+ x—1 0
-1 (22 +1
= lim w: lim (:U2+1):2.
r—1+ r—1 r—1+

Zatem funkcja f nie jest rézniczkowalna w punkcie 1, wiec Dy = Dy\{1}. Wyz-
naczymy miejsca zerowe pochodnej. Dla x > 1 pochodna pokrywa sie z trojmi-
anem 3x% —2x + 1, ktérego wyréinik jest liczbg ujemng. Zatem pochodna nie ma
miejsc zerowych wsrdd liczb © > 1. Dla x < 1 rozwigzemy rownanie

322 — 22 —1=0.

Otrzymujemy dwa pierwiastki x = 1 lub x = —%, przy czym tylko drugi z nich
spetnia warunek x < 1. Zatem pochodna ma tylko jedno miejsce zerowe x = —%.

Tréjmian opisujgcy pochodng dla x > 1 przyjmuje wylgcznie wartosci dodatnie,

czyli f' (x) > 0 dla x > 1. Dla x < 1 z wykresu tréjmianu 322 — 2x — 1 odczy-

tujemy, ze f'(x) > 0 dla x < —% oraz f'(z) < 0 dla x € (—3;1). Obliczymy
1

warto$é funkeji f w punkcie v = —3

1 1 1 1 32
f(—>——27—9+3+1—27.
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Zauwazmy, ze funkcja f jest funkcjg elementarng, wiec ciggle w calej dziedzi-
nie. Z powyzszych rachunkow wynika, Ze w pewnym sgstedztwie lewostronnym
punktu 1 pochodna jest ujemna, za$ w pewnym sgsiedztwie prawostronnym jest
dodatnia, wiec na mocy Uwagi[6.27 funkcja f ma minimum lokalne o wartosci
f(@)=0.

Skonstruujmy tabelke dla funkcji f:

T —00 -1 f% 0 1 400
f(z) + |+ |+ - | = - | x|+
f@ -l /1T 0 [ /1T FZINI1T[N]O0] /] +00
1 naszkicugmy wykres funkcji f
A
y
™1
: >
-1 -3 0 1 X
Rys. 6.10

6.6 Wyznaczanie warto$ci najwiekszej i najm-
niejszej

Wiadomo, ze funkcja ciagla na wlasciwym przedziale domknietym (a;b) musi
osiagnaé swoja warto$é najwieksza i swoja warto$¢ najmniejsza (Twierdzenie
. W szczegdlnym przypadku, gdy funkcja jest rozniczkowalna w przedziale
(a; by, zyskujemy bardzo wygodne narzedzie stuzace wyznaczaniu tych wartosci,
mianowicie:

Twierdzenie 6.33 Jezeli funkcja f : (a;b) — R jest rézniczkowalna w przedziale
(a; D), to jedynymi punktami, w ktorych moze osiggnaé swojq wartosé najwickszq

(najmniejszq) sq miejsca zerowe jej pochodnej lezgce wewngtrz przedziatu (a;b)

lub konce tego przedziatu, czyli punkty a 4 b.

Uwaga 6.34 Jezeli funkcja f jest ciggla w przedziale (a; b) oraz rézniczkowalna
poza skonczong liczbg punktow tego przedziatu, to do zbioru punktow, w ktorych
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moze byé przyjeta warto$é najwicksza bgdz nagmniejsza musimy dotgczycé punkty
nierézniczkowalnosci funkcji f.

Przyktad 6.35 a) Wyznaczymy najmniejszq i najwiekszq wartosé¢ funkcji f
okreslonej wzorem f(x) = x + 2 — 2 w przedziale (1;4). Obliczymy pochodng
funkcji f ,
2 4 —2

[y =1-5="15""
Miejscami zerowymi pochodnej sq punkty x = —/2 ¢ (1;4) lub x = 2. Za-
tem na mocy Twierdzenia [6.33 jedynymi punktami, w ktérych funkcja f moze
osiggnaé warto$é najmniejszq lub najwiekszq s¢ x = 1, * = /2 oraz x = 4.
Obliczymy wartosci funkcji w tych punktach

2
fy=1+7-2=1,
2
F(v2) =va+ - —2=2(Va-1),
V2
2 5
Hh=4+--2=—.
Zauwaimy, ze najmniejszq z tych liczb jest 2 (\@ — 1), zas najwiekszq % Zatem
funkcja f swojg najmniejszq warto$é na przedziale (1;4) przyjmuje w punkcie
V2 i ta najmniejsza warto$é wynosi 2 (\/§ — 1) oraz swojqg najwiekszq wartosé
na przedziale (1;4) przyjmuje w punkcie 4 i ta najwicksza warto$é wynosi g
b) Wyznaczymy najmniejszq i najwickszq warto$é funkcji f danej wzorem

3'3>. Obliczymy pochodng funkcji f

f(x)= x;”—il w przedziale <§,

_33:2(962—1)—236-953_ xt — 322

(22 —1)* (@2 —1)*
Miejscami zerowymi pochodnej sq punkty © = 0 ¢ (%, 3) bz =—3¢ (%, 3)
lub © = /3. Zatem na mocy Twierdzenia jedynymi punktami, w ktorych

funkcja moze osiggaé swojg warto$é najmniejszq lub najwiekszq sq x = %, r =

f' (@)

V3 oraz x = 3. Obliczymy wartosci funkcji w tych punktach

(A B) _ma
S (3)?-1 8 5 10 77

7(v3) = V) _ 3‘2/3 ~ 2.5081,

33 27
— = — = 3,375.
32 -1 8 ’
3v3

9
f przyjmuje najmniejszq warto$¢ na przedziale <3'3> w punkcie \/3 i ta naj-

PR
mniejsza wartos¢ wynosi % oraz najwiekszq wartosé¢ na przedziale <3'3> w
punkcie 3 i ta najwieksza wartosé wynosi %7.

f@3)=

Nagmniejszq z tych liczb jest zas najwiekszq %7. W konsekwencji funkcja

2
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c) Wyznaczymy najmniejszq i najwiekszq warto$é funkcji f danej wzorem
f (@) = a3 — 2 + |z — 1| w prezedziale (—%;2). Z Przykladu wiadomo, Ze
funkcja f jest nieréiniczkowalna w punkcie x = 1 oraz, Ze jedynym miejscem
zerowym pochodnej jest © = —%. Zatem na mocy Uwagijedynymi punktami,
w ktorych funkcja f moze osiggngé swojg wartosé najmniejszq lub najwiekszq
sqg T = —%, T = —%, x =1 oraz x = 2. Obliczymy wartosci funkcji f w tych
punktach

f)=1-

T .
3 27 9 3 27’
0

f@) 1

)

1=
8—4+ 5.

Zatem funkcja f osigga na przedziale <—%;2> swojg wartos¢ najmniejszqg w
punkcie 1 ¢ ta najmniejsza wartosé¢ wynosi 0 oraz swojg najwiekszqg wartosé
na przedziale <—%; 2> w punkcie 2 i ta najwieksza wartosé wynosi 5.
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